
La variété du groupe unitaire dual

Eftimie Grecu

Abstract

Dans cet article nous considérons le groupe unitaire dual en p variables
U(p) et nous montrons que cet groupe est isomorphe avec le groupe G des
matrices réelles d’ordre 2p qui satisfont les relations (10). Le groupe G a
n = p2 paramètres réels et il est doué de sa métrique naturelle.

Nous considérons ensuite la variété du groupe G qui est un espace
semi-riemannien Vn à n dimensions. Nous montrons que cet espace admet
un groupe transitif d’automorphismes à 2n paramètres, isomorphe avec le
produit direct G × G. Le sous groupe de stabilite d’un point de Vn à n
paramètres et cöincide avec le groupe adjoint du groupe G.
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1

Soit D l’algèbre des nombres duals. C’est une algèbre de rang deux sur les
corps des nombres réels, associative, avec l’élément unité, commutative, avec
des diviseurs de zéro, dont les unités e2

1 = e1, e1e2 = e2e1 = e2, e2
2 = 0.

Si nous notons e1 = 1, e2 = ε, alors il en résulte ε2 = 0.
Un élément de l’algèbre D est de la forme x = a+εb, où a, b sont des nombres

réels, le conjugué de x étant, par définition l’élément x = a− εb.
Si la semi-norme de x est définie par la relation ‖x‖ =

√
xx̄, alors il est facile

à voir que ‖x̄‖ =| a |.
Si on prend maintenant un autre élément x′ = a′+εb′ de l’algèbre D, où a′, b′

sont aussi des nombres réels, alors nous avons les formules xx′ = x̄x̄′, ‖xx′‖ =
‖x‖‖x′‖.

On sait [6] que l’algèbre D est isomorphe avec l’algèbre M2(R) des matrices
réeles d’ordre deux ayant la forme

[
a b
0 a

]

En effet, l’application f : D → M2(R) définie ainsi
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(1) f(a + εb) =
[

a b
0 a

]

est une isomorphisme de l’algèbre M2(R).
Il est facile de voir que nous avons la relation

(2) f(x̄) = −I2f̃(x)I2, I2 =
[

0 1
−1 0

]

où f̃(x) est la transposé de la matrice f(x).

2

Notons avec U(p) le groupe unitaire dual en p variables. Il est formé par les
matrices A d’ordre p, dont les éléments sont des nombres duals, qui satisfont la
relation

AA? = Ep

où A? est l’adjoint de la matrice A et Ep signifie la matrice unité d’ordre p. Les
transformations linéaires

ξ′h = ah
kξk (h, k = 1, ..., p)

du groupe U(p) laisse invariante la forme bilinéaire hermitique

< ξ1, ξ2 >= ξ1
1 ξ̄1

2 + ... + ξp
1 ξ̄p

2

où ξ1 = (ξ1
1 , ..., ξp

1), ξ2 = (ξ1
2 , ..., ξp

2) sont deux vecteurs quelconques de l’espace
vectoriel dual Dp où p dimensions.

Les coeficients ah
k satisfont les relations d’orthogonalité

(3) ah
k āh

l = δkl (l = 1, ..., p)

Si nous notons

(4) ξh = x2h−1 + εx2h, ah
k = αh

k + εβh
k

où x2h−1, x2h, αh
k , βh

k sont des nombres réels, alors il est facile de montrer que
nous avons les formules

< ξ1, ξ2 >=< x1, x2 > −ε[x1, x2]

(5) x′2h−1 = αh
kx2k−1, x′2h = βh

k x2k−1 + αh
kx2k

où nous avons noté

< x1, x2 >= x1
1x

1
2 + x3

1x
3
2 + ... + x2p−1

1 x2p−1
2
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[x1, x2] =

∣∣∣∣∣
x1

1 x2
1

x1
2 x2

2

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
x3

1 x4
1

x3
2 x4

2

∣∣∣∣∣ + ... +

∣∣∣∣∣
x2p−1

1 x2p
1

x2p−1
2 x2p

2

∣∣∣∣∣
Donc, < x1, x2 > est une forme bilinéaire, symétrique, dégénérée et [x1, x2] est
une forme bilinéaire alternée.

Ici, x1 = (x1
1, ..., x

2p
1 ), x2 = (x1

2, ..., x
2p
2 ) sont deux vecteurs de l’espace

vectoriel réel R2p à 2p dimensions et

∣∣∣∣∣
a b

c d

∣∣∣∣∣ signifie un déterminant d’ordre

deux.
Les formules (5) on peut écrire encore sons la forme

(6) x′i = bi
jx

j (i, j = 1, ..., 2p)

avec les conditions suivantes

(7) b2h−1
2k−1 = b2h

2k = αh
k , b2h

2k−1 = βh
k , b2h−1

2k = 0

La matrice B = [bi
j ] qui satisfait ces conditions a la forme

(8) B =




b1
1 b2

1 · · · b2p−1
1 b2p

1

0 b1
1 · · · 0 b2p−1

1

· · · · · · · · · · · · · · ·
b1
2p−1 b2

2p−1 · · · b2p−1
2p−1 b2p

2p−1

0 b1
2p−1 · · · 0 b2p−1

2p−1




Elle vérifie la relation BJ = JB, où J est la matrice suivante d’ordre 2p
ayant la forme

J =




0 1 · · · 0 0

0 0 · · · 0 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0 1

0 0 · · · 0 0




Si nous considérons les matrices (I et H sont d’ordre 2p)

X = [x1x2...x2p], I =




0 1 · · · 0 0

−1 0 · · · 0 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0 1

0 0 · · · −1 0




,
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H =




1 0 · · · 0 0

0 0 · · · 0 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 1 0

0 0 · · · 0 0




,

alors les relations (6) s’écrivent sous la forme matricielle ainsi

(6′) X ′ = XB

Nous avons de même les relations

< x1, x2 >= X1HX̃2, [x1, x2] = X1IX̃2

< x′1, x
′
2 >= X1(BHB̃)X̃2, [x′1, x

′
2] = X1(BIB̃)X̃2

d’où il en résulte que les formes bilinéaires < x1, x2 > et [x1, x2] sont invariantes
par le groupe (6′) si et seulement si la matrice B satisfait les relations

(9) BIB̃ = I, BHB̃ = H

En tenant compte que I2 = −E2p, HI = J alors il est facile à voir que les
relations (9) sont équivalentes aux relations suivantes

(10) BIB̃ = I, BJ = JB

L’ensemble des matrices réeles d’ordre 2p qui satisfont les relations (10) con-
stitue un groupe G, qui a n paramètres.

En effect, en tenant compte par les relations (4), (7) alors les relations (3)
s’ecrivent sous la forme

(3′) b2h−1
2k−1b

2h−1
2l−1 = δkl, b2h−1

2k−1b
2h
2l−1 − b2h−1

2l−1 b2h
2k−1 = 0

Observons maintenant que les premières relations (3′) sont en nombre de
p(p + 1)/2 et que les dernières relations (3′) sont en nombre de p(p + 1)/2.
Puisque en tout sont 2p2 quantités réelles non nulles bi

j , il en résulte que la
matrice B possede p2 éléments indépendants. Donc , le groupe G a n = p2

paramètres.

3

Dans ce qui suit nons voulons montrer que le gruope unitaire dual en p variables
U(p) est isomorphe avec le groupe G des matrices réelles d’ordre 2p, qui satisfont
les relations (10). Soit, en effect, Mp(D) l’ensemble des matrices d’ordre p, dont
les éléments sont des nombres duals et M2p(R) l’ensemble des matrices B réelles
2p ayant la forme (8).
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Si nous mettons

(11) ah
k = b2h−1

2k−1 + εb2h
2k−1 = b2h

2k + εb2h
2k−1

et nous tenons compte par les relations (1), (11) alors il est facile à voir que
l’application g : Mp(D) → M2p(R) donnée par

g(A) =




f(a1
1) . . . f(ap

1)

...
...

f(a1
p) . . . f(ap

p)


 = B =




b1
1 b2

1 . . . b2p−1
1 b2p

1

0 b1
1 . . . 0 b2p−1

1

. . . . . . . . . . . . . . .

b1
2p−1 b2

2p−1 . . . b2p−1
2p−1 b2p

2p−1

0 b1
2p−1 . . . 0 B2p−1

2p−1




,

A =




a1
1 . . . ap

1

...

a1
p . . . ap

p


 , f(ah

k) =

[
b2h−1
2k−1 b2h

2k−1

0 b2h−1
2k−1

]

définit un isomorphisme d’algèbre Mp(D) sur l’ algèbre M2pR). En tenant
compte par la formule (2), il est facile de montrer que nous avons la relation

g(A?) = −Ig̃(A)I

d’où il en résulte que
g(AA?) = −BIB̃I

Donc nous avons AA? = Ep si et seulement si BIB̃ = I. Observons maintenant
que si nous considérons la matrice

K =




ε 0 . . . 0
0 ε . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ε




alors nous avons g(K) = J . Quel que soit A ∈ Mp(D) nous avons AK = KA,
d’où il en résulte que g(A)g(K) = g(K)g(A), cést–à –dire BJ = JB quel que
soit B ∈ M2p(R).

Par consequent, l’image par l’isomorphisme g du groupe U(p) coincide avec
le groupe G, dons les groupes U(p) et G sont isomorphes.

4

En ce qui suit nous allons définir un espace semi–riemannien Vn à n = p2 dimen-
sions. Pour cela nous considérons l’application <,>: M2p(R) × M2p(R) → R
donnée par
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(12) < B, C >= −Sp(BIC̃I)

où Sp(N) signifie la trace de la matrice N , c’est– à–dire la somme des éléments
de la diagonale principale.

Nous avons la formule

< B,C >= 2
(
b1
1c

1
1 + ... + b2p−1

1 c2p−1
1 + ... + b1

2p−1c
1
2p−1 + ... + b2p−1

2p−1c
2p−1
2p−1

)
=

= 2
p∑

h,k=1

b2h−1
2k−1c

2h−1
2k−1

donc la formule (12) définit une structure de semi–produit scalaire (forme
bilinéaire, symétrique, dégénérée) dans M2p(R). Il en résulte que < B, B >
est une forme quadratique semi–définite positive

Le semi–produit scalaire (12) est invariant par rapport aux transformations
(translations à gauche et à droite des groupe G)

(13) T : G → G, T (B) = PBQ; P, Q ∈ G

En effet, si nous tenons compte par la formule Sp(LN) = Sp(NL), nous
pouvons écrire

< T (B), T (C) >= −Sp[T (B)IT̃ (C)I] = −Sp(PBQIQ̃C̃P̃ I) =

= −Sp(BIC̃P̃ IP ) = −Sp(BIC̃I) =< B,C > .

La semi–norme et la semi–distance dans l’espace semi–euclidien M2p(R) sont
définis respectivement par les formules

‖B‖ =
√

< B, B >, d(B, C) = ‖B − C‖.

La métrique de l’espace semi–euclidien M2p(R) est définie par la formule

(14) ds2 = −Sp(dBIdB̃)

où dB est la différentielle de la matrice B.
On sait [8] qu’on appelle la métrique naturelle du groupe G la métrique

induite par (14) sur la variété (10) du groupe G.
Dans l’espace semi–euclidiene M2p(R) les équations (10) définissent une

variété algébrique réelle qui est un espace semi–riemannien Vn à n = p2 dimen-
sions, dont la métrique cöıncide avec la métrique naturelle du groupe G, c’est–
à–dire la métrique de cet espace s’obtient en remplacant dans (14) le quantités
bi
j par 2p2 fonctions de p2 coordonnées de Vn.

Les transformations (13) sont des isométries de l’espace M2p(R), qui laissent
invariant le sous–espace G.

En effet, de (13) il en résulte que nous avons B = Q si et seulement si
T (B) = Q, donc ces transformations conservent le point B = Q. Nous avons
puis les relations

T (B)IT̃ (B) = I, T (B)J = JT (B)
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donc les transformations (13) laissent invariant le sous–espace G définit par les
équations (10).

Il est facile à voir que les transformations (13) constituent un groupe transitif
d’automorphismes à 2n paramétres de l’espace Vn, isomorphe avec le produit
direct G×G.

Le point B = E2p appartient à l’espace Vn et les transformations (13) con-
servent ce point si et seulement si nous avons Q = P−1, d’où il en résulte que
le sous–groupe de stabilite du point E2p a p2 paramètres et est formé par les
transformations

Tp(B) = PBP−1; P ∈ G

qui constituent le groupe adjoint du groupe G. Ce groupe n’est pas isomorphe
avec le groupe G puisque le centre du groupe G n’est pas trivial.

Nous pouvons énoncer le suivant résultat: L’espace semi–riemannien Vn ad-
met un groupe transitif d’automorphismes à 2n paramètres, isomorphe avec
le produit direct G × G. Le sous–groupe de stabilité du point E2p a n = p2

paramètres et cöıncide avec le groupe adjoint du groupe G.
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