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Capitolul 1
Prezentare generala

1 Scurt istoric

Scopul principal al acestei teze este sa prezinte punctul nostru de vedere asupra
teoriei subvarietatilor in varietati Sasaki. Pentru aceasta am pornit de la
cercetarile efectuate de Bang-yen Chen in teoria subvarietatilor, la Michigan,
incepand cu anul 1975 si de la cercetarile efectuate de conducatorul meu de
doctorat, Constantin Udriste, la Bucuresti, incepand cu anul 1969. In esenta,
cercetarile lui Bang-yen Chen privesc introducerea a doua tipuri de invarianti
al curburii Riemann, numite d-curburi si descoperirea unor inegalitati, pen-
tru fiecare d-curbura, privitd ca o curbura medie a unei imersii izometrice
intr-un spatiu euclidian. Aceste rezultate ale lui Bang-yen-Chen au aparut ca
raspuns la o problema pusa de Shiing-shen Chern, privind obstructiile Riemann,
la imersibilitatea minimala in spatiile euclidiene. Cercetarile lui Constantin
Udriste utilizate de noi privesc structurile aproape de contact, introducerea
unor invarianti intrinseci intr-o varietate riemanniana si aplicarea tehnicilor de
programare matematica in geometria diferentiala.

Pentru a evidentia scopul cercetarii noastre vom face o scurta trecere prin is-
toria dezvoltarii geometriei diferentiale cu accent asupra teoriei subvarietatilor.

In geometria riemanniana, avand anul de nastere 1854, varietatile diferen-
tiabile M™ sunt Inzestrate cu metrica riemanniana g, structura geometrica ce
imita produsul scalar. Acest tip de geometrie a fost gi este in centrul cercetarilor
din matematicile pure gi aplicative.

Teorema de scufundare a lui J. Nash (1954) a aratat ca varietatile rieman-
niene pot fi realizate ca subvarietati in spatiile euclidiene E", cu n suficient de
mare.

Problema lui S.S. Chern a fost cruciala pentru o mai buna intelegere a
comportamentului subvarietatilor riemanniene in raport cu tensiunea la care se
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supune spatiul ambiant. Raspunsurile la aceasta intrebare, date recent de B.Y.
Chen, au relevat importanta d-curburilor ca principala caracteristica.

Initial, scopul geometriei diferentiale a suprafetelor M? din E? a fost acela
de a descrie forma suprafetelor. In decursul timpului s-a dovedit ca aceasta
forma este puternic legata de curbura medie si de curbura Gauss.

In timp ce invariantii lui C. Udrigte gi 0-curburile lui B.Y. Chen ofera o des-
criere intrinseca a oricarei varietati riemanniene (M™, g), inegalitatile lui Chen
demonstreaza impactul puternic asupra formelor posibile care pot fi asumate
ca subvarietati in geometria lor extrinseca.

J.A. Schouten gi D. van Dantzing au incercat prima oara transferarea rezul-
tatelor din spatiile cu metrica riemanniana si conexiune afina in cea a spatiilor
cu structura complexa, un principiu al anilor '30. Apare notiunea de spatiu
hermitian [71] cu conexiune liniara gi simetricd. Independent de acestia, in
1933, E. Kaehler [48] considera un spatiu cu aceeagi conexiune, care astazi este
denumit spatiu Kaehler. Si alti matematicieni, ca de exemplu S. Bochner, H.
Guggenheimer, A. Lichnerowicz, au studiat in profunzime astfel de spatii.

In 1947, A. Weil [92] semnala ca pe o varietate complexa exista un camp
tensorial J de tipul (1,1), ce satisface ecuatia J? = —Id. In acelasi an, C.
Ehresmann defineste varietatea aproape complexa ca o varietate diferentiabila
de dimensiune para, dotata cu un tensor mixt J, cu patratul egal cu minus
identitatea. O asemenea varietate a fost denumita ulterior varietate aproape
hermitiana deoarece admite o metrica Riemann, compatibila cu tensorul J.

Teoria varietatilor complexe si aproape complexe a devenit una din cele mai
importante ramuri ale geometriei diferentiale moderne prin neobosita cercetare
a unor matematicieni importanti ca Bochner, Boothby, Calabi, Chern, Gold-
berg, Hodge, Ishihara, Kobayashi, Lichnerowicz, Matshushima, Nomizu, Sasaki
si Yano.

Pe de alta parte, geometria varietatilor de contact urmeaza un drum paralel.
O varietate diferentiabila de dimensiune 2k + 1 se numeste varietate de contact,
daci pe ea existd o 1-forma diferentiabild n astfel incat n A (dn)* # 0. Studiul
acestui tip de varietati a fost initiat de S.S. Chern [23], W.M. Boothby si H.C.
Wang [5]. Chern arata ca o structura de contact admite o reducere a grupului
de structura al fibratului tangent la U(n) x 1, iar J. Gray [39] numeste aceasta
varietate ca wvarietate aproape de contact. Bouzon studiaza, in 1964, aceasta
structura pe R*™*! gi o numeste structurd aproape cocomplexd.

In 1960, studiul varietatilor aproape de contact cunoaste un nou si definitiv
impuls datorita lui S. Sasaki [68]. El studiaza structura aproape de contact
prin tripletul (¢, &, n), unde ¢ e un tensor de tipul (1,1), £ un camp vectorial si
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n o 1-forma, astfel incat

P’ =—-T+n®E, n(€) = 1.

Pe langa aceasta, este posibila definirea pe aceasta varietate aproape de
contact a unei metrici compatibile cu structura, aparand conceptul de varietate
metrica aproape de contact.

In 1962, Sasaki si Hatakeyama au studiat tensorul Nijenhuis al lui ¢ si
proprietatile varietatilor aproape de contact atunci cand & este camp Killing
[69], [70]. Acest fapt a permis descrierea [40] structurii de contact normale i
a structurii Sasaki. O multitudine de autori gi-au canalizat eforturile in acest
domeniu, geometria de contact capatand noi dimensiuni, mai ales datorita lui
D.E. Blair [2], S. Ianug [41], V. Oproiu [58], C. Udriste [87].

Un alt aspect deosebit de interesant al teoriei subvarietatilor a varietatilor
complexe si de contact, il constituie comportamentul spatiului tangent in raport
cu structura corespondenta.

In geometria complexa, exista doua clase importante de subvarietati: subva-
rietatile complexe si subvarietatile total reale. O subvarietate M a unei varietati
aproape hermitiene (M, g, J) se numeste subvarietate complexa daca

J(T,M) C T, M,

pentru toate punctele p € M, adica M este subvarietate complexa a lui M daci
si numai dacd, pentru orice punct p, unghiul dintre JX si T,M este egal cu
Zero.

Studiul subvarietatilor complexe ale unei varietati Kaehler, din punctul de
vedere al geometriei diferentiale, a fost initiat de catre E. Calabi si alti mate-
maticieni in prima decada a anilor '50 [10], [11].

Subvarietatile total reale [95] sunt caracterizate de conditia

J(T,M) C T, "M,

pentru toate punctele p € M. Cu alte cuvinte, pentru orice vector nenul
X € T,M, unghiul dintre JX si T,M este egal cu g, independent de alegerea
lui p.

Conceptele analoge in geometria varietatilor aproape de contact sunt sub-
varietatile invariante si respectiv anti-invariante.

Subvarietatea M a unei varietati metrice aproape de contact (M 0,61, 9)

este tnvarianta daca
o(T,M) C T,M,
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pentru toate punctele p € M, si anti-invarianta daca
L
¢(T,M) € T, M,

independent de alegerea punctului p al subvarietatii.
Pentru subvarietati invariante (respectiv anti-invariante), unghiul dintre ¢.X

bis
si T,M este egal cu 0 (respectiv 5), pentru toti vectorii X € T,M si toate

punctele p € M.

Subvarietatile invariante au fost studiate de M. Okumura [56], K.Yano si
S. Ishihara [94]. In ceea ce priveste subvarietatile anti-invariante, se detageaza
studiile lui Yano si Kon [95].

In 1990, B.Y. Chen prezenta o noua clasa importanta de subvarietati in
varietati aproape hermitiene: subvarietatile oblice. In [13], Chen defineste sub-
varietatea oblica ca o subvarietate M a unei varietati aproape hermitiene, care
are unghiul dintre JX si spatiul tangent 7, M constant, independent de alegerea
punctului p si a vectorului nenul X € T,M. Acest unghi se defineste ca fiind
unghiul de oblicitate. Subvarietatile complexe si total reale sunt cazuri parti-
culare de subvarietati oblice. Subvarietatea oblica se numeste proprie cand nu
este nici complexa, nici total reala, adica unghiul de oblicitate se afla situat in

intervalul (0, g
Notiunea de unghi de oblicitate a aparut ca o extindere a unghiului Kaehler,
acest concept fiind introdus si studiat de S.S. Chern si J.G. Wolfson [24], ca

0 0
fiind unghiul dintre J <8> si N unde z = = + v/ —1y este un sistem local de
x Y

coordonate complex pe o suprafati. In [4] si [6] apar exemple de imersii oblice
ale sferei 82 intr-un spatiu proiectiv complex CP". Mai tarziu [35], [55] s-au
studiat suprafetele minimale cu unghi Kéaehler constant.

Exploatand conceptul de imersie oblica, Chen [13] gaseste proprietati fun-
damentale ale imersiilor si obtine diverse rezultate pe C2. In [20] si [21], B.Y.
Chen si Y. Tazawa studiaza suprafetele oblice de codimensiune 2 si imersiile
oblice ale spatiilor euclidiene complexe.

Pe de alta parte [19], B.Y. Chen gi J.M. Morvan au studiat proprietatile
unghiului privind cohomologia subvarietatilor oblice. Lucrarea [12] consti-
tuie un compendiu privind studiul subvarietatilor total reale ale unei varietati
Kaehler.

Mai tarziu, T. Ikawa [47] calculeaza lungimea formei a doua fundamentale
pentru suprafete oblice, in timp ce S. Maeda, Y. Ohnita gi S. Udagawa [49]
studiaz subvarietitile oblice din CP"™. 1In [73] si [74], Tazawa construieste
imersiile oblice in C", iar Chen [15] stabilegte obstructiile pentru existenta
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subvarietatilor oblice, folosind nigte invarianti geometrici adecvati. Recent Yang
[93] a studiat suprafetele oblice cu curbura medie constanta din C2.

De curand, Chen si L. Vrancken [22] au demonstrat o importanta teorema
de unicitate si existenta pentru imersiile oblice ale unui spatiu cu curbura holo-
morfica constanta. Acest fapt permite determinarea unui numar mare de imersii
oblice, primele exemple apreciate fiind cele in spatiul hiperbolic CH?(—4).

Nu in ultimul rand, trebuie mentionata cercetarea subvarietatile oblice si
semioblice pe cazul Sasaki datorata scolii spaniole reprezentata de J.L. Cabrerizo,
A. Carriazo si L.M. Fernandez [8], [9].

Scoala roméaneasca de geometrie este prezenta in cercetéri de tipul precedent
printr-un grup remarcabil de profesori. In lagi R. Miron, V. Oproiu si M.
Anastasiei [51], [52], [53], [54], [58], [57] au dat o noua viziune a studiului
diverselor tipuri de varietati, iar A. Bejancu gi N. Papaghiuc [61], [59], [60],
[1], [62], [64], [64] au studiat subvarietatile semi-oblice si CR-subvarietatile de
contact pe varietati Sasaki, dand noi impulsuri studiului diverselor tipuri de
varietdti. In Bragov, G. Pitis [66], [65] s-a axat pe probleme similare, dar si
pe probleme specifice, cum ar fi studiul subvarietitilor integrale in varietiti
Sasaki. In Bucuresti, S. Ianug [42], [45], [43] a studiat varietiitile Cauchy-
Riemann, aplicatiile armonice si implicatiile lor in teoria relativititii cu accent
pe varietti inzestrate cu structuri geometrice de tip Sasaki, I. Mihai [50], [44] a
dezvoltat ramura subvarietatilor riemanniene prin prisma inegalitatilor lui Chen
cu accent pe gisirea de relatii intre diversi invarianti intrinseci si extrinseci, iar
C. Udriste a introdus si a studiat varietatile metrice aproape cocuaternionice
[75], [77].

Desi inegalitatile geometrice pot fi incluse in programarea matematica, din
punct de vedere istoric exista putine contacte intre ideile cercetatorilor din
geometrie gi cei din optimizari. Cei care lucreaza in inegalitati geometrice par
a fi motivati doar de traditia geometriei diferentiale, iar cei care se ocupa de
programarea matematica par a fi influentati doar de probleme economice sau de
management. Exista totusi exceptii notabile. Intre acesgtia, conducatorul meu
de doctorat, Prof. Dr. C. Udriste, care a elaborat lucrari si carti de tehnici
de optimizare pe varietati riemanniene [88], [85], [87], [80], [90], aratand ca
programarea matematica face casa buna cu geometria diferentiala. Continuand
ideile conducatorului meu de doctorat, in capitolul 7, ”Extreme cu legaturi
pe forme spatiale Sasaki”, aplicam tehnicile programarii matematice pentru a
obtine inegalitati geometrice.



6 Capitolul 1

2 Prezentarea tezei

Tema tezei noastre de doctorat este ” Geometria Subvarietatilor in Varietati
Sasaki”, oferind cateva relatii remarcabile pentru subvarietati oblice, 2-oblice
si semi-oblice in forme spatiale Sasaki. Acest domeniu de cercetare, initiat de
B.Y. Chen [14], mi-a oferit unele probleme deschise pe care le-am rezolvat in
perioada 1998 si pana in prezent.

Teza este structurata in sapte capitole.

Capitolul 1 este un rezumat al tezei.

Capitolul 2 are caracter introductiv. In el expunem notiunile fundamen-
tale, indispensabile parcurgerii tezei: principalele proprietati ale varietatilor
Sasaki si a subvarietatilor acestora, definitii, exemple si cateva proprietati pen-
tru structuri aproape de contact, structuri complexe si structuri de K-contact,
subvarietati oblice, 2-oblice si semi-oblice.

Capitolele 3-7 contin rezultate originale, unele fiind deja publicate sau tri-
mise spre publicare in reviste de specialitate din tara si strainatate. Aici se-
lectam gi prezentam fara demonstratie, cateva din aceste rezultate originale.

In capitolul 3, Optimizari pe subvarietati oblice, demonstram anumite
relatii cu privire la operatorul Weingarten Ap, curbura sectionala, curbura
scalara gi curbura Ricci, pentru subvarietati oblice in forme spatiale Sasaki,
considerand sectiuni plane 7 ortogonale la £&. Dintre acestea citam:

Teorema. [33] Fie M o subvarietate 0-oblica (n = 2k + 1)-dimensionald a
unei forme spatiale Sasaki M(c) de dimensiune (2m + 1), fie H curbura medie
si Opy primul invariant Chen. Atunci:

) 5M§n;Q{nn_l||H||2+(c+3)in+1)}

+(C;1)[3(n —3)cos?d —2(n —1)].

Cazul de egalitate al inegalitatii (1) are loc intr-un punct p € M daca $i numai
daca exista o baza ortonormata {es, ...,e, = &} din T,M si o bazd ortonormatd
{€ns1, s Com, Come1} din TpLM astfel incat operatorii Weingarten ai lui M in

M (¢) in p sa aiba urmatoarea forma:

a 00 - 0
Apii=1010b 0 01, a+b=y,
0 0 T
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hyy, hi, 0 --- 0
A=\ hly —=hj; 0 -~ 0 , re{n+2,..,2m+ 1}
0 0 Opn—2

Pentru cazurile particulare de #—subvarietati oblice, avem

Corolar. [33] Fie M o subvarietate invariantd (n = 2k + 1)-dimensionald a
unei forme spatiale Sasaki M(c) si dpy primul invariant Chen. Atunci,

(c+3)(n—=2)(n+1) (c—1)(n—=T7)
o < 3 + S .

Corolar. [33] Fie M o subvarietate anti-invariantd n-dimensionald a unei
forme spatiale Sasaki M(c) si 0pr primul invariant Chen. Atunci,

5M§n;Q{nn_lHHH2+(C+3)in+1)}— (c—l)in—l)‘

In continuare, dam o generalizare a teoremei de mai sus, in termenii invari-
antilor Chen d§(nq, ..., ng).

Teorema. ([33] Fie M o subvarictate 6-oblica (n
unei forme spatiale Sasaki M (c) de dimensiune (2
mutual ortogonale ale lui T,M cu dim L; = n;, j =
d(n1,...,ng) al doilea invariant Chen iar

2k + 1)-dimensionala a
1), Ly, ..., Ly subspatiile

+
1,....k, H curbura medie,

k
n? (n+k—1—2nj)

j=1

k
2 (n + k- an)
j=1

b(ni,...,ng) = 5 [ n(n —1) an ] :

St

Atunci,

c+3
8

-1 k
+ g {3(n—1)cos20—32nj00829}.

J=1

5(”17 7nk) S d(nlv 7n/€) ||‘[—‘I||2 + b(n17 7n/€)
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Corolar. [33] Fie M o subvarietate invarianta (n = 2k + 1)-dimensionald
a unei forme spatiale Sasaki M(c) si §(ny,...,ng) al doilea invariant Chen.
Atunci,

c+3 c¢c—1

k
d(ny, .o, ng) < b(ng, ..., ng) 3 + 5 {3(n —1)— San}.
=1

Corolar. [33] Fie M o subvarietate anti-invarianta (n = 2k +1)-dimensionald

a unei forme spatiale Sasaki M(c) si 6(ny,...,ng) al doilea invariant Chen.
Atunci,
c+3

8 )

5(na,..ng) < d(ny,...,ng) || H||* + b(na, ..., ng)

unde nj = 2m; + ¢;, ¢; € {0,1}, V5 € {1, ..., k}.
Inegalitati remarcabile pentru subvarietati 2-oblice

Teorema. [29] Fie M o subvarietate 2-oblica (n = 2d,+2dy+1)-dimensionald
a unei forme spatiale Sasaki M (c) de dimensiune (2m+1), fie H curbura medie,
fie T curbura scalara i fie K(w) curbura sectionald. Atunci,

) n—2 n? c+3)(n+1
(2) min K (7) = 7 — 5 {n—lHHHQ—i_(Z()}
(c—1) 2 2
— [3(dy — 1) cos® 0y + 3dy cos” Oy — (n — 1)]
pe Dy s
, , n—2( n? c+3)(n+1
@ k) = - 2 s D
(c=1) 2 2
— [3dy cos” 6y + 3(dy — 1) cos® Oy — (n — 1)]
pe Ds.

Cazul de egalitate pentru (2) si (2') are loc intr-un punct p € M daca
si numai daca exista o bazd ortonormata {ey,...,e, = £} din T,M si o bazd
ortonormata {epy1, .., €am, €am1} din TpLM astfel incat operatorii Weingarten

ai lui M din M (c) in p sa aiba urmatoarea forma:

a 00 - 0
Apii=1010b 0 01, a+b=yu,
0 0 T
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hi hip 0 - 0
A= hiy =k, 0 -+ 0|, re{n+2..,2m+1}
0 0 Op—2
Corolar. [29] Fie M o CR-subvarietate de contact n-dimensionala (6, = 0,
0y = g} a unei forme spatiale Sasaki M(c) si fie K(m) curbura sectionald.
Atunct,

min K'(7) = 7 5 n—lHHH - [3dy — (n+2)],

n—Q{ n? @+3§n+n} (c;D

pe Dy si

min () == "2 {2 g DI, o

pe Ds.

Observatie. In particular, daca 6; = 6y = 6, se obtine cazul pentru subvari-
etate oblica, tratat in prima teorema.

Corolar. [29] Fie M o subvarietate invarianta (n = 2k + 1)-dimensionald a
unei forme spatiale Sasaki M (c) si fie dpr primul invariant Chen. Atunci,

(c+3)(n—2)(n+1) N (c—1)(n—"T7)
8 8 ’

o <

Corolar. [29] Fie M o subvarietate anti-invarianta n-dimensionald a unei
forme spatiale Sasaki M(c) si fie 0 primul invariant Chen. Atunci,

n—Z{ n? HHH2+(C—|—3)(n—|—1)}_ (c—l)(n—l).

oy <
M=""9"1n=-1 4 4

Inegalitati remarcabile pentru subvarietati semioblice

Teorema. [31] Fie M o subvarietate semioblica (n = 2d, +2dy+1) dimen-
sionald a unei forme spatiale Sasaki M(c), fie H curbura medie, fie T curbura
scalara gi fie K(m) curbura sectionald. Atunci,

3) minK(w):T_"_z{ n HHH2+(C+3><"+1>}

n 2 n—1 4

_(c; D) [3dy cos® 0 + 3(dy — 1) — (n — 1)),
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@) mmKE =7 2 ey D,

[3(dy — 1) cos® 0 + 3d, — (n — 1)].

pe Ds.

Cazul de egalitate al inegalitatilor (3) si (3') are loc intr-un punct p € M
daca gi numai dacd exista o baza ortonormatd {ei,...,e, = £} din T,M si
o baza ortonormatd {€ni1, ..., €am,€am+1} din TpLM astfel incat operatorii
Weingarten ai lui M din M (¢) in p au urmatoarea forma:

a 00 - 0
Appr=10b 0 -+ 0 ,  a+b=upu,
0 0 pd—2
AT — th _hql 0 ttt 0 B T E {TL + 2, ceey 2m + 1}.

0 0 Opn—2

Corolar. [31] Fie M o CR subvarietate de contact n-dimensionald a unei
forme spatiale Sasaki M(c). Atunci, avem:

n—2{ n |HIP + (c+3)(n+1)}_(c—1)

min K (7) = 7—

1 5 [3(d1+d2)—(n+2)]

n—1 4 4

Corolar. [31] Fie M o subvarietate invarianta (n = 2k + 1)-dimensionald a
unei forme spatiale Sasaki M(c). Atunci,

(c+3)(n—2)(n+1) N (¢ — 1)(n—7).

Su <
M= 8 8

Corolar. [31] Fie M o subvarietate anti-invariantd n-dimensionald a unei
forme spatiale Sasaki M(c). Atunci,

n—2{ n VH+ (c+3)(n+1)}_ (c—l)(n—l).

Snp <
M=""9"1n=-1 4 4

In capitolul 4, Extreme ale curburii Ricci pe subvarietati oblice,
gasim relatii intre curbura Ricci si patratul curburii medie pentru subvarietati
oblice, 2-oblice si semi-oblice din forme spatiale Sasaki, unde subvarietatea M
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este tangenta campului vectorial de structura £. Pentru confirmare, reproducem
unele teoreme.

Teorema. [32] Fie M o subvarietate 0-oblica, (n = 2k + 1)-dimensionald
tangenta la &, a unei forme spatiale Sasaki M(c) de dimensiune (2m + 1), fie
H curbura medie i Ric(X) curbura Ricci. Atunci,

(i) pentru fiecare vector unitar X € T,M ortogonal la £, avem

(@) Rie(X) < | {n-nc+3+ L(Beos?0—2)e 1)+ w2}

(ii) daca H(p) = 0, atunci un vector unitar X € T,M ortogonal la & satisface
cazul de egalitate in (4) dacd gi numai daca X € N,

(iii) cazul de egalitate in (4) are loc pentru toti vectorii unitari tangenti
ortogonali la & in p daca si numai daca p este un punct total geodezic.

Teorema. [32] Fie M o subvarietate 2-oblicd, (n = 2d;+2dy+1)-dimensionald,
tangenta la § a unei forme spatiale Sasaki M (c). Atunci cu notatiile din teorema
precedenta, avem,

(i) pentru fiecare vector unitar X € T,M ortogonal la § si

a) X este tangent la Dy avem

(5) Ric(X) < i {(n (4 3)+ ;(30082 0, —2)(c—1) + n2||H||2}

respectiv
b) daca X este tangent la Dy avem

(5)  Ric(X) < i {(n —1)(c+3)+ ;(30032 0y —2)(c—1) + n2HHH2} .

(ii) daca H(p) = 0, atunci un vector unitar X € T,M ortogonal la § satisface
cazul de egalitate in (5) sau (5') daca gi numai daca X € N,,.

(ili) cazul de egalitate din (5) si (5') are loc pentru tofi vectorii unitari
tangenti ortogonali la & in p daca si numai daca p este un punct total geodezic.

Teorema. [32] Fie M o subvarietate semioblica (n = 2d,+2dy+1)-dimensionald
a unei forme spatiale Sasaki M(c). Atunci, cu notatiile de mai sus, avem

(i) pentru fiecare vector unitar X € T,M ortogonal la § si

a) daca X este tangent la D,

(6) Rie(X) < 1 {(n—1)(e+3) ~ (c— 1) + 2| H|]?}

respectiv
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b) X este tangent la Dy

() Rie(X) < {(n—l)(c—i—i’))—i—;(300820—2)(0—1)—|—n2||H||2}.

A~ =

(ii) daca H(p) = 0, atunci un vector unitar X € T,M ortogonal la £ satisface
cazul de egalitate in (6) sau (6') dacd si numai daca X € N,,.

(ili) cazul de egalitate din (6) si (6') are loc pentru toti vectorii unitari
tangenti ortogonali la & in p daca st numai daca p este un punct total geodezic.

In particular, are loc:

Corolar. [32] Fie M o subvarietate invariantda (n = 2k + 1)-dimensionald
a unei forme spatiale Sasaki M(c). Atunci,
(i) pentru fiecare vector unitar X € T,M ortogonal la £, avem

(7) Ric(X)gi{(n—l)(c+3)—l—;(c—1)}.

(ii) un vector unitar X € T,M ortogonal la & satisface cazul de egalitate in
(7) daca si numai daca X € N,,.

(iii) cazul de egalitate in (7) are loc pentru toti vectorii unitar tangenti
ortogonali la & in p daca st numai daca p este un punct total geodezic.

Corolar. [32] Fie M o subvarietate anti-invariantd (n = 2k + 1)-dimensionald
a unei forme spatiale Sasaki M (c) Atunci,
(i) pentru fiecare vector unitar X € T,M ortogonal la &, avem

®) Rie(X) < ¢ {(n— 1)(c+3) ~ (c— 1) + 2| H]]?}.

(ii) daca H(p) = 0, atunci un vector unitar X € T,M ortogonal la & satisface
cazul de egalitate in (8) daca si numai daca X € N,,.

(iii) cazul de egalitate in (8) are loc pentru tofi vectorii unitari tangenti
ortogonali la & in p daca si numai daca p este un punct total geodezic.

In continuare, stabilim relatii intre k-curbura Ricci si pitratul curburii medii
pentru subvarietati tangente la &.

Teorema. [32] Fie M o subvarietate 0-oblicd (n = 2k+1)-dimensionald a unei
forme spatiale Sasaki M(c), fie H curbura medie $i T curbura scalard. Atunci
avem,

21 c+3  [3(n—1)cos’d —2n +2](c — 1)

141" = n(n—1) 4 dn(n —1)
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Teorema. [32] Fie M o subvarietate 2-oblica (n = 2d,+2dy+1)—dimensionald
a unei forme spatiale Sasaki M (c), fie H curbura medie si T curbura scalard.
Atunct,

21 c+3  [3(dicos’ 0y +dycos®By) —n+1](c — 1)

1H" = n(n —1) 4 2n(n — 1)

Teorema. [32] Fie M o subvarietate semioblica (n = 2dy + 2dy + 1)-di-
mensionald a unei forme spatiale Sasaki M (c), fie H curbura medie si T curbura
scalara. Atunci,

21 c+3  [3(di+dacos?d) —n+1](c—1)

1H1" = n(n —1) 4 2n(n — 1)

Teorema. [32] Fie M o subvarietate 0-oblica (n = 2t + 1)-dimensionald a
unei forme spatiale Sasaki M (c), fie H curbura medie si ©y invariantul Chen.
Atunci, pentru orice intreg k fizat, 2 < k < n, si orice punct p € M, avem

c+3 [B(n—1)cos?d —2n+2](c—1)
4 dn(n —1) '

|H|*(p) > O4(p) —

Teorema. (32| Fie M o subvarietate 2-oblica (n = 2d,+2dy+1)-dimensionald a

unei forme spatiale Sasaki M (c), fie H curbura medie si Oy (p) = 15 inf, x Ricy,(X)
invariantul Chen. Atunci, pentru orice intreqg k, 2 < k < n, $i orice punct

p € M, avem

_c+3  [3(dicos® O +dycos® ) —n+ 1](c— 1)
4 2n(n —1)

IH|*(p) > Ok(p)

Teorema. [32] Fie M o subvarietate semioblica (n = 2d,+2dy+1)-dimensionald
a unei forme spatiale Sasaki M(c). Atunci, pentru orice intreg k, 2 < k < n,
st orice punct p € M, avem

c+3  [3(di +dycos’d) —n+1](c—1)

[HIP(p) > Ok(p) — —; 2n(n —1)

Corolar. [32] Fie M o subvarietate invariantd n-dimensionald a unei forme
spatiale Sasaki M (c). Atunci, pentru orice intregi k, 2 < k < n, si orice punct
p e M, avem
c+3 c—1

4 + 4n

Or(p) <
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Corolar. [32] Fie M o subvarietate anti-invariantd n-dimensionald, a unei
forme spatiale Sasaki M (c). Atunci, pentru orice intreg k, 2 < k < n, i orice
punct p € M, avem

c—|—3+c—1
4 on

IH|*(p) > Ok(p) —

Corolar. [32] Fie M o CR subvarietate de contact n-dimensionala, (6, = 0,
Oy = g) a unei forme spatiale Sasaki M(C) Atunci, pentru orice intreg k,

2 <k < n, si orice punct p € M, avem

_c+3  @Bdi—n+1)(c—1)

IHI(p) > ©k(p) = —; on(n—1)

unde 2d; = dim D;.

In capitolul 5, Inegalitati produse de operatorul Weingarten Ay pe
subvarietati C-total reale in forme spatiale Sasaki, stabilim o relatie op-
tima intre curbura sectionala K (7) si operatorul Weingarten Ay pentru subva-
rietati C-total reale M din forme spatiale Sasaki M (c) avand curbura sectionala
constanta ¢, unde subvarietatea M este tangenta la campul vectorial de struc-
tura &.

Teorema. [30] Fie x : M — M(c) o0 imersie 1zometricd a unei subvarietafi
C-total reale n—dimensionald a unei forme spatiale Sasaki M (c) de dimensiune
(2m + 1) cu curbura ¢ sectionala constantd c. Daca ezista un punct p € M gi

un numdr b > Z(c + 3) astfel incat K(mw) > b in p, atunci diferenta

_1
Ay =2

1
[b— Z(C+3)] -1, in p,

este pozitiv definita unde I,, este aplicatia identica.

B.Y. Chen stabileste o relatie intre k-curbura Ricci si operatorul Weingarten
pentru o subvarietate de codimensiune arbitrara. Vom prezenta si demonstra
inegalitatea similara pentru o subvarietate C-total reald a unei forme spatiale
Sasaki M (c).

TeoremA. [30] Fie x : M — M(c) o imersie izometricd a unei subvarietdti
C-total reale, n—dimensionala a unei forme spatiale Sasaki M (c) cu curbura ¢

sectionald constanta c, iar Ok(p) = ﬁ in)g Ricp(X) un invariant Chen. Atunci

pentru orice intreg k, 2 < k < n, s orice punct p € M, avem
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i) daca Ok(p) # i(c + 3), diferenta

1 .
Ok(p) — Z(C—i— )| -1, inp

este pozitiv definita.

1
ii) daca Ok(p) = Z<C +3), atunci Ag >0 in p.

iii) un vector unitar X € T,M satisface

[@k@) - i(c—i—S) X

n—1

ApX =

1
daca si numai dacd O(p) = Z(C +3) si X € N(p).

-1 1
o Ok(p) — Z(C + 3)} - I, in p dacd st numai dacd p este un

iV) AH =

punct total geodezic.

In capitolul 6, Curbura scalara pentru subvarietati C-total reale in
forme spatiale Sasaki, prezentam cateva rezultate originale cu privire la
curbura scalara a unei subvarietati C-total reale de dimensiune maximala a
unei forme spatiale Sasaki cu ajutorul functiilor eliptice Jacobi.

Teorema. [27] Daca M™ este o subvarietate C-total reald a unei forme spatiale
Sasaki M*"1(c) , atunci curbura medie H si curbura scalard T din M satisfac

I 2 5o = (M) (570

Mai mult, egalitatea are loc daca si numai daca exista un reper ortonormat
adaptat {€1, ..., €n, €1, oy Enxy €ani1} CU €1, paralel la H, astfel incat forma a
doua fundamentald pentru M™ din M*"*1(c) are urmdtoarea formd

h(ei,e1) = 3Xers, h(es,e3) = ... = h(en, €n) = ey,
h(ei,e;) = Xej,  h(ej,ex) =0, 2<j#k<n,
h<ei)§) = Cix, h<ez*7€) = —€;.

cu A € C®(M).

Teorema. [27] Fie i : M™ — S?"*1 o imersie izometricd C-total reald sat-
isfacand cazul de egalitate

2(n+2) n+2

H|? =
11 n?(n—1) n
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Atunct M este subvarietate total geodezica si in acest caz M este local izo-
metrica cu spatiul proiectiv real RP"™(1) sau multimea U de puncte non-total
geodezice din M este o submultime densa din M. U este o multime deschisa
din P, a > 1, modulo izometrie din S*" ™', iar imersia i este datd de p,.
Gasim ecuatia
2

A2\
—Z 42X+ N =0.
T P2+ 0

Utilizand un rezultat din [16], solutia ecuatiei de mai sus este

)\—ﬁcn ax—i—bﬁ
V2 V2 )]

unde a, b sunt constante cu a > 1, iar cn(u, k) este functia Jacobi definita ca

en(u) = 1/1 — sn?(u), unde sn(u) este functia eliptica Jacobi.

In capitolul 7, Extreme cu legaturi pe forme spatiale Sasaki, aplicam
tehnici de programare neliniara cu restrictii pentru a obtine extremele formei
patratice de curbura pe forme spatiale Sasaki sau pe subvarietati ale formelor
spatiale Sasaki. Implicit obtinem valorile proprii si vectorii proprii ai aplicatiei
liniare de curbura. Rezultatele originale obtinute se pot concentra in cele doua
teoreme enuntate mai jos.

Teorema. 1) Operatorul de curburd al unei forme spatiale Sasaki MQT”“(C)
are valorile proprii reale A = 1 pentru vectorii propric Xo A Xy, XoANE, Xg N X5
(valoare proprie multipld de ordinul m?) si X = c—|—21 pentru Xz N Xy, Xg A&
(valoare proprie multipla de ordinul mQ;—m)

2) Extremele formelor patratice de curburd é(XA, Xp, Xa, Xp) sunt: Apin =
C_;l, Amax = 1 pentru ¢ < 1 $0 Apin = 1, Apax = c—|—21 pentru ¢ > 1.

1
3) Marginile curburii scalare sunt m? (2m + 1)* si ¢ (m%4m) (2m +1)°.

Teorema. Fxtremele formelor patratice de curburad RABCDHZ.A}BHZ«C]-D ale
unei subvarietati oblice n-dimensionale intr-o forma spatiala Sasaki (2m + 1)-
dimensionala, conditionate de repere ortonormate, sunt respectiv cea mai mica
st cea mai mare dintre valorile proprii ale operatorului liniar de curbura asociat.
Precizarea acestor valori extreme depinde de relatia de ordine dintre a, b i
a+b=p.
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Pe parcursul realizarii acestei teze de doctorat am fost indrumat de o seama
de personalitati care m-au ajutat sa finalizez aceasta lucrare.

In primul rand, conducatorul tezei, domnul profesor doctor Constantin
Udrigte, care timp de 5 ani a crezut si sperat in mine, calauzindu-mi drumul
spre adevarata stiinta. Domnul profesor doctor Ion Mihai mi-a dat tot sprijinul
in formarea si sedimentarea ideilor care mi-au permis conceperea tezei. Dom-
nul profesor doctor Mihai Postolache a fost tot timpul alaturi de mine, prin
inestimabilul ajutor si colaborare in etapele incipiente de formare a subsemnat-
ului. Domnul profesor doctor Stere lanug mi-a acordat un important sprijin,
prin observatiile pertinente privind structurarea tezei. Domnul profesor doctor
Gheorghe Pitis a supervizat materialul intr-o forma incipienta. Domnul pro-
fesor doctor Vladimir Balan a facut observatii referitoare la anumite probleme
speciale. Tuturor le aduc calde multumiri.

Totodata multumesc membrilor Catedrei Matematici I din cadrul Univer-
sitatii ” Politehnica” din Bucuresti pentru sprijinul moral acordat.

Si nu in ultimul rand, tin sa multumesc familiei mele: sotiei, tatalui, mamei
si bunicii, adica celor care mai presus de orice au crezut in mine, aceasta teza fi-
ind totodata si un omagiu adus bunicului meu, care s-a transformat in ” pasare”
sa-mi calauzeasca pasii in domeniul stiintei.
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Capitolul 2
Subvarietati si invarianti Chen

1 Structuri aproape de contact

Vom reaminti cateva definitii si proprietati privind notiunile de baza ale
teoriei subvarietatilor 3], [10].

Fie M?"*1 o varietate diferentiabild (dim M = 2n + 1). Tripletul (¢,&,n) se
numeste (¢, &, n)-structura daca satisface

{n(f)zl,
P =—Id+n®¢E,

unde ¢ este un camp de endomorfisme ale spatiilor tangente, £ este un camp
vectorial, n o 1-forma, iar Id este tensorul identitate (Kronecker).

Propozitie. Presupunem ca M*"*(dim M = 2n+1) are o (¢, &, n)-structurd.

Atunci
P& =0,
ne¢=0,
rang ¢ = 2n.

Daca o varietate M*" ! cu o (¢, £, n)-structura admite o metrica riemanniana
g astfel incat
9(6X,9Y) = g(X,Y) = n(X)n(Y),
pentru orice cAmpuri vectoriale X, Y spunem ca M*"*! are o (¢, &, n, g)-structurd
sau o structurd metrica aproape de contact (g se numeste metrica compatibila)
(36].
Observatie. O varietate diferentiabila M*'*(dim M = 2n + 1) are o struc-

tura aproape de contact daca grupul structural al subfibratului tangent este
reductibil la U(n) x 1 [22].

25
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Propozitie. Orice varietate aproape de contact M***! admite o metricd rie-
manniand g astfel incat

{n(X) = g(X,¢),
9(¢X,9Y) = g(X,Y) = n(X)n(Y),

pentru orice campuri vectoriale X,Y pe M1,

Pentru (¢,&,n,g) metrica aproape de contact, daca n are rangul maxim,
atunci avem metrica de contact.

Propozitie. Orice varietate aproape de contact este orientabila.
Exemple de structuri aproape de contact:

1. M* x R. Fie M?" o varietate aproape complexa, cu structura aproape
complexa J. Vom considera varietatea M?*"™! = M?" x R. Notam un camp

vectorial pe M?"*! prin (X, f;;), unde X este tangent la M>?", t este o coor-
donatd din R si f o C* functie pe M3+,

Aceasta ne conduce la n = dt, £ = (O, ci) si ¢ (X, f;i) = (JX,0).
(¢,&,n) este clar o structurd aproape de contact pe M?"+1,

2. Varietiti paralelizabile. Fie M?"*! o varietate paralelizabild de di-
mensiune impara si notam cu Xy, ..., Xo,11 0 multime de campuri vectoriale ce
paralelizeaza pe M. Mai mult, (X4, Xg) = 0ap, A, B =1, ....2n+1, defineste
o metrica riemanniand pe M2+,
Fie ¢ = X5,41 si n forma duald in raport cu g. Similar, fie w' forma duala
alui X;, 4 =1,...,n si w forma duala a lui X;-, ¥ = 1,...,n, astfel incat
n

Xt = X+ Atunci, definind ¢ = Z(w’ ® X —w' ®X;), este usor de verificat
i=1

ca (¢,&,m,g) este o structura metrica aproape de contact.

3. In particular orice grup Lie de dimensiune impara admite o structura
aproape de contact.

2 Structuri complexe. Structuri de K-contact

O celebra teorema a lui Newlander si Nirenberg [31] afirma ca o structura
aproape complexa .J, de clasa C?"*°, cu tensorul Nijenhuis nul, este integrabila,
adica este structura aproape complexa asociata unei structuri complexe.
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Campul tensorial N;(X,Y) = J?[X,Y| + [JX, JY]| — J[JX,Y]| — J[X, JY]
de tipul (1,2) se numeste torsiunea Nijenhuis Nj; a campului tensorial J de
tipul (1,1).

O structura aproape complexda se numeste integrabila daca are torsiunea
Nijenhuis N; nula.

Fie M?"*! o varietate aproape de contact cu structura aproape de contact
(¢,€,m) si consideram varietatea M?" ™! x R. Notdm un camp vectorial pe

d
M2+ x R prin (X, fdt)’ unde X este tangent la M?"*! ¢ este o coordonata

din R si f o C*®°-functie pe M?"*! x R. Definim o structurd aproape complexd
J pe M?"*! x R prin

J (X, fjt) _ <¢X - fe, n(X)i) .

Se arata ca J? = —I. Daca J este integrabild, spunem ca structura aproape
de contact (¢,&,n) este normala [37].

Structura aproape de contact defineste patru campuri tensoriale: N, N3,
NG g N&

NO(X)Y) = Ny(X,Y) +2dn(X,Y)E
NE(XY) = (Loxn)Y = (Lavi)X
NOX,Y) = (Leo)X
NOX,Y) = (Len)X.
unde
(L)X = ~[6X,6] + 6[X. ],
(Len)(X) 5 = (En(X)) 5 + (X, €)) -

Structura aproape de contact (¢,&,7n) este normala daca i numai daca
NO N@ NG NW = (.

Observatie. Structura aproape de contact normala este analogul structurii
aproape complexe integrabile. In cazul structurii aproape complexe, integrabi-
litatea este echivalenta cu anularea tensorului Nijenhuis V. In cazul structurii
aproape de contact, anularea tensorului N, ar conduce la un concept de inte-
grabilitate a structurii aproape de contact, care revine la a spune ca exista un
sistem de coordonate in care ¢ are toate componentele constante. Atunci acest
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concept nu este interesant din punct de vedere geometric. Sasaki a avut ideea
de a introduce conceptul de normalitate pentru structurile aproape de contact,
care devine un analog natural din punct de vedere geometric al conditiei de
integrabilitate de la structurile aproape complexe.

Propozitie [3]. Structura aproape de contact (¢,€,m) pe M** 1 este normald
daca st numai daca
Ny +2dn® & = 0.

Fie M?"*! o varietate metrici de contact cu structura metrica de contact
(0,€,m, g). Daca campul vectorial de structura £ este un camp vectorial Killing
in raport cu g, atunci structura de contact pe M se numeste structura de K-
contact si M este o varietate de K-contact.

Observatie. Varietatile de contact sunt analogul natural al varietatilor
aproape Kahler. Pentru ambele clase se cere anularea formei a doua fundamen-
tale. La varietatile de contact d(dn) = 0.

Proprietatile de baza ale varietatilor de contact sunt cuprinse in urmatoarele
propozitii:

Propozitie [3]. Fie M o varietate metrica de contact. Atunci M este o
varietate de K -contact dacd si numai dacd N® este nul.

Propozitie [3]. Fie M o varietate metrica de contact. Atunci M este o
varietate de K-contact daca si numai daca Vx& = —¢X.

Acum dam o caracterizare geometrica privind varietatile de K-contact [25].

Teorema. Pentru ca o varietate riemanniand M***! sa fie de K-contact, este
necesar si suficient ca urmatoarele doua conditii sa fie satisfacute:
(1) M admite un camp vectorial unitar Killing &;

(2) curbura sectionala a sectiunilor plane continand & este 1 in orice punct
din M.

Teorema. O varietate metricd de contact M?*"*1 este varietate de K -contact
daca si numai daca curbura Ricci in directia campului vectorial caracteristic &
este egal cu 2n.

3 Varietati Sasaki

Pentru exemplificarea varietatilor Sasaki, vom cita definitii din [3].

Definitie. Daca structura metrica de contact (¢,&,7,g) este normala, ea se
numeste metrica normala de contact sau structura Sasaki.
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Definitie. O varietate riemanniand (2m + 1)-dimensional (M, g) se numeste
varietate Sasaki daca admite o structura metrica de contact, astfel incat:

¢*=—Ild+n®¢ nE) =1, ¢=0, nop=0,
9(0X,9Y) = g(X,Y) =n(X)n(Y), n(X)=g(X,§),
Vo=—got+Ion Vx&=oX,
pentru orice campuri vectoriale X,Y pe TM , unde cu V notim conexiunea
riemanniana in raport cu g, iar I reprezinta identitatea.

Din aceasta definitie observam analogia remarcabila intre varietatile Kahler
si Sasaki. Formula VJ = 0 care caracterizeaza varietatile Kahler este extinsa
la formula de mai sus in cazul Sasaki.

Observatie. Pentru varietatile Sasaki, avem
R(X,Y)§ =n(Y)X —n(X)Y
Urmatoarele teoreme prezinta cateva conditii pentru existenta varietatilor
Sasaki [3]:

Teorema. O structurd metrica aproape de contact (p,&,n,g) este Sasaki daca
st numai daca
(Vx@)Y = g(X,Y)§ —n(Y)X,

unde V reprezinta conexiunea riemanniand din g.

Teorema. Fie M*"*! o varietate riemanniand care admite un camp unitar
vectorial Killing & astfel incat

Atunci M1 este varietate Sasaki.

In particular, structura uzuala metrica de contact pe o sfera de dimensiune
impara este structura Sasaki.

Teorema. Numarul Betti de ordinul 1 al unei varietati Sasaki compacte
M?"+1 este zero sau par.

Observatie. In 1960 s-au dezvoltat cercetdrile cu privire la studiul topo-
logic al varietatilor Sasaki compacte. Pentru aceasta, mentionam [39] si [41],
in care s-a aratat printr-un exemplu ca numarul Betti b,, de ordinul p, este
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par pentru p impar si 1 < p < n. Prin dualitate, b, este par pentru p im-
par si n +1 < p < 2n [2], [20]. Grupul fundamental a fost studiat de catre
Blair, Goldberg [2] si Harada [23], [24]. O atentie considerabila a fost acordata
nulitatii numarului Betti de ordinul doi, sub restrictii ale curburii, ca izometrii
ale sferei. Prin rezultatele topologice privind numarul Betti de ordinul 1 al unei
varietati Sasaki, se poate vedea ca torul 3-dimensional nu poate avea structura
Sasaki.

Alte proprietati remarcabile pentru varietatile Sasaki sunt concretizate si
prin urmatoarele teoreme:

Teorema [30]. O varietate Sasaki compacta cu curbura strict pozitiva are numd-
rul Betti de ordinul doi nul.

Teorema [30]. Un spatiu Sasaki-Finstein compact, simplu conex cu curbura
strict pozitiva este izometric cu sfera unitate.

Teorema [21], [34]. Un spatiu Sasaki, compact, simplu conex gi simetric este
1zometric cu o sfera.

Teorema [34]. O varietate Sasaki conform plata de dimensiune > 5 are curbura
constanta.

Exemple de varietati Sasaki:
1. R?*1 cu structurd aproape de contact asociata (¢, &, n,g), unde
n= E (dz — Zn:yidﬂ)
2 i=1 7
iar (z',y', z) sunt coordonatele carteziene.
2. Structura aproape de contact non-normali pe S°

O structura metrica aproape de contact (¢,£,1n,9) cu (Vxp)X = 0 se
numeste structura nearly cosimplectica.

S5, privitd ca o hipersuprafati total geodezica din S, induce o structura
nearly cosimplectica.

3. Fibrarile cu cercuri peste anumite clase de varietati Kahler

4, Sl c C"*. Structura metrica de contact uzuald pe hipersfera S27!
din C"*! este Sasaki.

Acest exemplu se extinde la o clasa mai larga (vezi urmatoarea teorema).

Teorema [44]. Fie ¢ : M*1 — M?"*2 o C™ hipersuprafatd orientabild a
unei varietati Kdhler. Atunci, structura metrica aproape de contact indusa
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(¢,€,1m,9) este Sasaki daca gi numai daca forma a doua fundamentald este
h=—g+ 06n®mn, unde [ este o functie.

O structura metrica de contact (¢,&,n, g) se numeste nearly Sasaki daca
(Vx@)Y + (Vy¢) X =2¢(X,Y){ —n(X)Y —n(Y)X.

Consideram S° ca o hipersuprafati ombilicald din sfera unitate S cu ”la-
titudinea” de 45° astfel incat h = —g. Atunci, structura metrica aproape de
contact indusa este nearly Sasaki, dar nu Sasaki.

4 Forme spatiale Sasaki

Fie M?"t! o varietate Sasaki cu structura tensoriald (¢, &, 7, g), pe care se
definegte un camp tensorial P de tipul (0,4) prin:

P(X,Y;2,W) = dn(X, Z)g(Y, W) — dn(X,W)g(Y, Z) — dn(Y, Z)g(X, W)
+dn(Y,W)g(X, Z).
Avem
PX,)Y; Z,W)=—-P(Z,W;X,Y).
Daca {X, Y} este o pereche ortonormata, ortogonala la £ si daca alegem
9(X,0Y) = cost, 00,7,
atunci
P(X,Y;X,¢Y) = —sin?6.
Pe o varietate Sasaki avem
g(R(X,9X)Y,9Y) = g(R(X,Y)X,Y) 4+ g(R(X, Y )X, ¢Y)

pentru X, Y, Z si W ortogonali la &.

O sectiune plana 7 din TPM se numeste ¢-sectiune [3] daca este generata
de X g ¢X, unde X este un vector unitar ortogonal la £&. Curbura sectionala
a unei ¢-sectiuni se numeste ¢-curbura sectionala, notata prin ¢(X) sau c.

Daca toate ¢-curburile sectionale sunt constante in fiecare punct, atunci
obtinem conceptul de forma spatiala Sasaki.
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Definitie. O varietate Sasaki cu ¢-curbura sectionald constanta ¢ se numeste
forma spatiala Sasaki si se noteaza prin M(c).

Teorema [30]. Pe o varietate Sasaki, ¢-curbura sectionald determind complet
curbura.

Curbura sectionala a unei varietati Sasaki are urmatoarea proprietate:

Propozitie. Fie M?*"' o varietate Sasaki si {X,Y} o pereche ortonormata
din T,M*"* cu X §i Y ortogonali la §. Fie g(X,¢Y) = cosf, 6 € [0,7]. In
aceste conditii, curbura sectionala K(X,Y) este data de:

K(X,Y) = ; [3(1 +cos0)c(X + ¢Y) + 3(1 — cos §)*c(X — ¢Y)

—c(X+Y)—c(X —Y) —c(X) —c(Y) + 6sin? 9] .

Pentru cazul Sasaki, are loc si o versiune a teoremei Schur.

Teorema [3|. Daca ¢-curbura sectionald in orice punct al unei varietati Sasaki
de dimensiune > 5 este independenta de alegerea ¢-sectiunii in acel punct,
atunci este constanta pe varietate si tensorul de curbura este dat de

22X —g(X 27y + L (Xm(z)y

—n(Y)n(Z2)X + g(X, 2)n(Y)§ = g(Y, Z)n(X)¢
+9(0Y, 2)0X — (o X, Z)oY + 29(0X,Y)oZ}

R(X,Y)Z =

pentru orice campuri vectoriale X, Y, Z iar ¢ este ¢-curbura sectionala con-
stanta.

Tensorul Ricci S si curbura scalara T sunt date de

n+1)(c—1)
2

n(c+3)+c—1
2

7= o+ 1)(e+3) + e - 1)

S(X)Y) = 9(X,)Y) — n(X)n(y),

Exemple de forme spatiale Sasaki:

1. S?*1 Sfera unitate S?"*! are curbura sectionald constanta 1. Notam
structura metrica de contact prin (¢, &, n, g) si consideram structura deformata

* * 1 * *
n*=an, & :&g’ =9, g =ag+tala—1)nemn,

unde v > 0 si c = 1.
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O astfel de deformare se numeste D-deformare omotetica, deoarece metrica
restrictionata la distributia de contact D este omotetica.

Propozitie [40]. S*"*1 cu structura de mai sus, este o formd spatiald Sasaki

. 4
cu ¢—curbura sectionala constanta ¢ = — — 3.
a

2. R cu coordonatele (z%,y', 2), i = 1,...,n, admite structura Sasaki

n= ; (dz — Zn:yidxi) , g= i {77 ®n+ Zn:[(dﬂﬂi)2 + (dyi>2]} :

i=1 i=1
Cu aceastd metrica, R**! este o forma spatiald Sasaki cu ¢ = —3 [33].

3. B" x R. Fie B™ un domeniu marginit simplu conex din C" si (J,G)
o structura Kahler cu curbura sectionala holomorfa constanta k < 0. Atunci,
2-forma fundamentala 2 a structurii Kahler este inchisa, 2 = dw pentru o
1-forma w analitica reala. Cu t notam o coordonata din R si n = 7*w + dt.
Privind n ca o forma de conexiune pe fibratul liniar trivial, atunci n si
g = 1G + n ® n definesc o structura Sasaki cu forma de curbura dn = 7.
Printr-un calcul direct [32],

K(7X,7Y) = K. (X,Y) = 3n(Vzx7Y)?,

unde {X, Y} este o pereche ortonormata pe B™, 7 liftul orizontal si K, curbura
sectionala din B".

Cum g(Vz47Y, &) = —g(TY, V=&) = g(TY, ¢7X), atunci o7 X = 7J X, iar
B™ x R are ¢—curbura sectionald constanta ¢ = k — 3 [41].

Teorema. Fie M*"* o varietate Sasaki simplu conexd, compactd cu ¢-curbura
sectionala c.

1) Dacd ¢ > —3, atunci M este izomorfd cu S*"*'(c) sau M este D-
omoteticd cu S*"T.

2) Dacd ¢ = —3, atunci M este izomorfd cu R**1(=3).

3) Daca ¢ < =3, atunci M este izomorfa cu (B™ x R)(c), unde B™ este
discul complex unitate inzestrat cu metrica Bergmann.

Definitie. Daca tensorul Ricci S satisface S(X,Y) = 2ng(X,Y), atunci M
este varietate Einstein.

Propozitie. Daca tensorul Ricci S al unei varietati de K-contact M, este
paralel, atunci M este varietate Finstein.

Propozitie. Fie M o varietate de K-contact. Daca M este local simetrica,
atunci M este varietate Sasaki cu curbura constanta 1.
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Observatie. Conditia de tensor Ricci paralel si local simetric nu este esentiala
pentru o varietate de K-contact si de aici, implicit, pentru o varietate Sasaki.

Tensorul Rici al unei varietati Sasaki prezinta unele proprietati, exemplifi-
cate mai jos [42].

Propozitie. Tensorul Ricci S pentru M"Y, este dat de
2n+1

SOXY) = 5 3 gl6ROX, Y Jew e0) + (2n — 1g(X, ¥) +n(X)n(Y).

i=1

Propozitie. Tensorul Ricci S, al unei varietati Sasaki M* ™', satisface ur-
matoarele ecuatii:

S(X,§) = 2nn(X),
S(¢X,0Y) = S(X,Y) — 2nn(X)n(Y).

Propozitie. Tensorul Ricci S, al unei varietati Sasaki M?*"*, satisface

(VzS)(X,Y) = (VxS)(Y, Z) + (Ver 5)(0X, Z) — n(X)S (Y, Z)

—20(Y)S(0X, Z) + 2nn(X)g(9Y, Z) + 4nn(Y)g(¢ X, Z).

Daca tensorul Ricci S, al unei varietati de K-contact M, are urmatoarea
forma

S(X,Y) = ag(X,Y) + bn(X)n(Y),
a si b fiind constante, atunci M se numeste varietate n-Einstein.

Propozitie [48]. Daca o varietate Sasaki are ¢-curbura sectionald constantd,
atunci M este varietate n- Einstein.

Propozitie. Fie M?"*' o varietate Sasaki. Dacd tensorul Ricci S al lui M
satisface S(X,Y) = ag(X,Y) +bn(X)n(Y), atunci a si b sunt constante.

O echivalenta a formei spatiale Sasaki este data si de urmatoarea teorema:

Teorema [42]. O wvarietate Sasaki M*"*'(n > 2) este formd spatiald Sasaki
daca gi numai daca R(X,$X)X este proportional cu ¢pX pentru orice camp
vectorial X din M astfel incat n(X) = 0.
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5 Subvarietati in spatii Riemann

Fie (M™, g) o varietate riemanniand m-dimensionald, notata prin (M, g) sau
simplu M. Fie M o subvarietate n-dimensionals din M. De asemenea, metrica
riemannianda indusa pe M este notatd tot cu g.

Un vector &, € T,M se numeste vector normal in p € M la subvarietatea
M daca g(X,,&,) =0, VX, € T,M.

Fie TpLM multimea tuturor vectorilor normali in p. Notam cu

™ = | T,M
peEM

subfibratul tangent si cu
i i
T—M = U T, M
peEM

fibratul normal al subvarietatii M.

Fie I'TM (respectiv I'T*M) multimea sectiunilor fibratului tangent 7'M
(respectiv fibratului normal T+M). Conexiunea Levi-Civita pe M, respectiv
pe M, se va nota cu ’VV, respectiv cu V.

Vom reaminti cateva formule si ecuatii fundamentale pentru subvarietati.

Fie h forma a doua fundamentalad pentru subvarietatea M. Atunci formula
lui Gauss poate fi scrisa sub forma

VxY =VxY +h(X,Y), VXY eTlTM.

Notand prin V+ conexiunea fibratului normal si prin A operatorul Wein-
garten, are loc formula lui Weingarten:

Vxé=—AX+VxE, VX eITM, ¢elT M.

Daca notam cu }NB, R, R*, tensorul de curbura in raport cu conexiunile V,
V si respectiv V*, pentru orice X,Y, Z € I'TM, ecuatia lui Gauss este

R(X,Y,Z,W) = R(X,Y, Z,W) = g(h(X, Z), (Y, W)) + g(h(X, W), h(Y, Z)).
Consideram
(Vxh)(Y,Z) = Vxh(Y,Z) = WV xY,Z) = h(X,Vy Z),

Atunci, componenta normali a lui R(X,Y)Z este data de

(R(X,Y)Z)" = (Vxh)(Y, Z) = (Vyh)(X, Z).
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Ecuatia de mai sus reprezinta ecuatia lui Codazzi.
Fie £,n € I'T*+M. Folosind formula lui Weingarten, obtinem ecuatia lui
Ricci:
- RJ_(Xa}/ag)n) + g([A§7A77]X7 Y)
Daca forma a doua fundamentala h este identic nula, atunci M se numeste
subvarietate total geodezica.

Fie {ej,...,e,} 0 baza ortonormata a spatiului tangent T,M, p € M, si H
vectorul curbura medie,
1 n
H=- Z h(ei, 61‘).
ni=
Subvarietate M se numeste minimala daca H = 0.
Observatie. Nu exista subvarietati minimale compacte in R".

Pentru o sectiune normala V' pe M, daca Ay este proportional cu transfor-
marea identitate I, Ay = al, pentru o functie a, atunci V' se numeste sectiune
ombilicala pe M, sau M se numeste ombilicala in raport cu V. Daca subvari-
etatea M este ombilicala in raport cu orice sectiune normala din M, atunci M
se numeste total ombilicala.

O definitie echivalenta este urmatoarea: M este total ombilicala daca
hX,Y)=g(X,Y)H,

pentru orice X,Y tangenti la M.

Orice subvarietate M care este in acelasi timp minimala si total ombilicala
este total geodezica.

Daca forma a doua fundamentala si curbura medie a lui M din M satisfac
g(h(X,Y),H) = fg(X,Y), pentru o functie oarecare f pe M, atunci M se
numeste pseudo-ombilicala.

Subvarietatea M se numeste paralela daca forma a doua fundamentala h
este paralela, adica Vh = 0.

Notam prin

hi; = g(h(ei,ej),e.),  4,5=1,...,n; r=n+1..m,
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si

12 = 3" glh(en ;). hleney)).

ij=1
Pentru o suprafata M din R*, curbura medie poate fi exprimata prin

L

| =

(B3 + h3,)* + (B3, + h3,)?)]
iar curbura Gauss este data de
G = h?lh% - (h?2)2 + hzlllh% - (hzllQ)Q-

Daca curbura Gauss G = 0, atunci M este suprafata plata.

Presupunem ca L este un k-subspatiu vectorial al lui 7,M si X un vector
unitar din L. Alegem o baza ortonormata {es, ..., ex} din L astfel incat e; = X.
Se definegte [13] curbura Ricci a lui L in X, Ric g, prin

RICL(X) = K12 + K13 + ...+ Klk;

unde Kj;; este curbura sectionald a sectiunii plane generate de e;, e;. Mai simplu,
se defineste o astfel de curbura ca fiind k-curbura Ricci.

Curbura scalara 7 a lui L este data de

1<i<j<k

Pentru orice intreg k, 2 < k < n, invariantul riemannian O pe o varietate
riemanniana n-dimensionala M se defineste prin

L.
Ok(p) = - 1in){;R1cL(X), pE M,

unde L parcurge toate subspatiile vectoriale ale lui 7,,M, de dimensiune £k, iar
X toti vectorii unitari din L.

Pentru o subvarietate M a unei varietati riemanniene, spatiul relativ nul al
lui M intr-un punct p € M (sau nucleul formei a doua fundamentale) este

N(p)={X € T,M | h(X,Y) =0, VY € T,M}.
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6 Subvarietati invariante in varietati Sasaki

Fie M o varietate Sasaki (2m + 1)-dimensionals cu structura tensoriali

(¢,€.m,9)-

O subvarietate M a lui M se numeste subvarietate invariantd daci campul
vectorial de structura & este tangent la M si ¢X este tangent la M, pentru
orice vector tangent X la M. Evident, M este o varietate Sasaki in raport cu
structura tensoriald indusa, care poate fi notata prin (¢, &,1,9).

Fie V (respectiv V) conexiunea Levi-Civita a lui § (respectiv g). Pentru
orice camp vectorial X pe M, avem

Vxé=0¢X, Vxé=Vxé+h(X,E).

Dar cum ¢X este tangent la M, obtinem h(X, &) = 0. Mai mult, pentru orice
campuri vectoriale X si Y din M, obtinem

VxoY =VxoY +h(X,0Y) = (Vx9)Y + ¢VxY +h(X, ¢Y)
=—g(X, Y)§+n(Y)X + ¢VxY + h(X, ¢Y),
VxoY =(Vxo)Y +oVxY
= —g(X,Y)E+0(Y)X + VxoY + ¢VxY + ¢h(X,Y).
In consecinta, avem urmatoarele ecuatii:
WX, 0Y) = h(¢pX,Y) = ¢ [|n(X,Y), h(X, )| = 0.
Propozitie [43], [47]. Orice subvarietate invarianta M a unei varietati Sasaki
M este minimala.
Enuntam cateva proprietati pentru subvarietati invariante.

Propozitie [40]. Fie M o subvarietate invarianta a unei varietati Sasaki M.
Atunci tensorii de curbura R si K ai lut M si M satisfac:

Propozitie [47]. Fie M o subvarietate invarianta a unei forme spatiale Sasaki
M (c) cu ¢-curbura sectionala constanta c. M este total geodezica daca gi numai
daca M are ¢-curbura sectionala constanta c.

Propozitie [26]. Daca forma a doua fundamentald h a unei subvarietati in-
variante M intr-o varietate Sasaki este paralela, atunci M este total geodezica.
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Daca presupunem ca varietatea M este forma spatiala Sasaki cu ¢p—curbura
sectionala constanta c, atunci

S(XY) = Sale+8) + (e~ D]g(X.Y) — 3 (n+1)e — Dn(X)n(Y)
—Zg (X, e),h(Y,e)),

T = (c+3)—|—n c+1) Zg (eive;), Bles, e;)),

unde {e;} este o baza ortonormata din M, iar cu S si 7 notam tensorul Ricci
si respectiv curbura scalara pe M.

Fie M o subvarietate invarianta a unei varietati Sasaki M. Forma a doua
fundamentala h a lui M se numeste n-paralela daca

(Voxh)(¢Y,¢Z) = 0,

pentru toate campurile vectoriale X, Y gi Z tangente la M.

Se observa ca forma a doua fundamentala h este n-paralela daca i numai
daca

(Vxh)(Y, Z) = n(X)oh(Y, Z) + n(Y)oh(X, Z) + n(Z)ph(X,Y).

Teorema. Fie M2 o subvarietate invariantd compactd a unei forme spatiale
Sasaki M*"1(c). Atunci, avem unul dintre cazurile:

i) M este total geodezica,

. c+3

i) [0 = (n+2) 22,
(c+3)

iii) ||2]|* (z) > (n+2)

in orice punct x din M.

Teorema. Fie M*"™! o subvarietate invariantd n-Einstein a unei forme spatiale
Sasaki M*™(c). Atunci

0 < |[VAlI* = 3nl*

n+2) 11, .9 2
< —||h||" — 3R
<DLy (o) a)

Daca subvarietatea invarianta M are ¢—curbura sectionala constanta k
avem indeplinite rezultatele:

Teorema. Fie M?"* o subvarietate invariantd a unei forme spatiale Sasaki
M?*"*1(¢c). Dacd M are ¢-curbura sectionald constantd k, atunci

0.< IV = 3R = n(n+ 10+ 2)(c —K) [ 22—k +3)].
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Teorema. Fie M?* ! o subvarietate invariantd a unei forme spatiale Sasaki
M%“(C). Daca M are ¢-curbura sectionala k constanta si ¢ > —3, atunci
avem unul dintre cazurile:

i) M este total geodezica, adica ¢ =k,

ii) (c+3) > 2(k + 3).

Definitie. Daca tensorul Ricci S al unei varietati Sasaki M satisface
(Vx9) (oY, 0Z) =0,

pentru toate campurile vectoriale X, Y si Z din M, spunem ca tensorul Ricci
S este n-paralel.

Pentru proprietati enuntam [26]:

Propozitie. Fie M?"*Y o subvarietate invariantd a unei forme spatiale Sasaki
M?*"*t1(c) (¢ < =3). Dacd tensorul Ricci S a lui M este n-paralel, atunci M
este n— Einstein.

Teorema. Fie M o subvarietate invarianta de codimensiune 2 a unei forme
spatiale Sasaki M nt3(c). Atunci urmdtoarele conditii sunt echivalente:

(1) tensorul Ricci al lui M este n-paralel;

(2) forma a doua fundamentala pentru M este n-paralela;

(3) M este varietate n-Einstein.

Exemple de subvarietati invariante:

1. Fie S*™*! sfera unitate cu structura Sasaki standard. O sferd unitate
de dimensiune impard S*"™! (n < m) ca subvarietate in S*"*! cu structura
indusa este subvarietate invarianta din S?™*!. Evident, forma spatiald Sasaki
E*t1(=3) € E*™T1(—3) este subvarietate invariantd total geodezica.

2. Fibratul in cercuri (Q", S') peste o hipercuadrica din CP"™! este sub-
varietate invarianta a lui S*"*3, adicd n-Einstein.

7 Subvarietati anti-invariante tangente la
campul vectorial de structura

Fie M o varietate aproape de contact (2m + 1)—dimensionala cu struc-
tura tensoriala (¢, &, n, g). O subvarietate n-dimensionala M imersata in M se
numeste anti-invariantd dacd ¢T,M C T+M pentru orice z € M.

Se observa ca ¢ are rangul 2m, n < m + 1. Daca n = m + 1 avem:
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Propozitie. Fie M o varietate metricd aproape de_contact de dimensiune
2n + 1 si fie M o subvarietate anti-invarianta a lut M de dimensiune n + 1.
Atunci campul vectorial de structura & este tangent la M.

Observatie. Deoarece ¢T,M C T:-M in fiecare punct x din M, T+M se
descompune intr-o suma directa
Ty M = ¢T,M & N, (M),
unde N, (M) este complementul ortogonal al lui ¢(T,, M) din T;-M, iar
Ny (M) = ¢N,(M) & {¢}-
Pentru orice camp vectorial V' normal la M, notam
oV =tV + fV,

unde tV este partea tangentiala a lui ¢V si fV partea normala a lui ¢V, unde
t este o 1—forma vectoriald pe fibratul normal T+ M si f este un endomorfism
al fibratului normal 7M. Avem

tfvV =0, 2V ==V — otV 4+ (V)¢
{t¢X:—X, foX =0.
Mai mult,
FF+f=0
care inseamna ca [ defineste o f-structura in fibratul normal al lui M.

Propozitie. Fie M o subvarietate tangenta la campul vectorial de structura §
a unei varietati Sasaki M. Atunci & este paralel in raport cu conezriunea indusd
pe M, i.e. V§ =0, daca si numai daca M este subvarietate anti-invariantda in

M.

Prin subvarietate anti-invarianta M a unei varietati Sasaki M se intelege o
subvarietate anti-invarianta tangenta la campul vectorial de structura £ al lui
M.

Enuntam unele din proprietatile subvarietatilor anti-invariante [46], [4], [8]:

zitie. Flie o subvarietate anti-invarianta a unei varietati Sasaki
Propozitie. Fie M"t! b tat t t tati Sasak
M?*Y Dacd n > 1, atunci M nu este total ombilicald.

Propozitie. Fie M™ o subvarietate anti-invariantd a unei forme spatiale
Sasaki M*"1(c). Dacd M este minimald, atunci tensorul Ricci $i curbura
scalara T din M satisfac:
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1 1
(1) S— i(n— 1)(c+3)g—|—1[(n— 1)e—(n+3)n®n este negativ semi-definitd;

1
(2) T < Zn(n —1)(c+ 3).
Proprietatile formei a doua fundamentale sunt [3]:
Propozitie. Fie M "o subvarietate anti-invariantd a unei varietdati Sasaki
M2m+1'
(1) Daca forma a doua fundamentald a lui M este paraleld, atunci Hy =0
pentru toti A,

(2) Daca vectorul curbura medie al lui M este paralel, atunci TrHy = 0
pentru toti .

Teorema. Fie M™ o subvarietate anti-invariantd compactd a unei forme
spatiale Sasaki M?*" 1 (c). Atunci, avem unul dintre cazurile:

i) | H]* =0,

i) 1] = nn + 1) 52
iii) | H|? () > n(n + 1)4((20;—3)1) in xeM.

Teorema. Fie M™ o subvarietate anti-invariantd minimald a unei forme
N 5n? —n .
spatiale Sasaki M*''(1). Dacd ||h|* = D atunci n = 2 gi M este
n —
plata.

Exemple de subvarietati anti-invariante:
Vom prezenta cateva exemple sugestive de subvarietati anti-invariante [3]:

1. Fie J = (as) (t,s = 1,...,6) o structurd aproape complexd pe C? astfel
ncat ag; o1 = 1,a9-12 = —1 (i = 1,2, 3), iar celelalte componente sunt zero.

pos () [reo
= ()0 ()5 (%)

in 8% C C3, care este evident platd. Vectorul de pozitie X al lui M? are
componentele date de

2 o1 :
|| = —= }, un cerc de raza —=. Vom considera

V3 V3

1 : : :
X=< (cosu', sinu', cosu?, sinu?, cosu® sinu?),

V3
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1 0; X
ul, u?, v? fiind parametrii pentru fiecare S| —= | . Consideram X; = !
V3 out
avem
1
X, = | — | (—sinut, cosu!, 0,0,0,0),
1 <\/§> ( )
1
Xy, = —=]1(0,0, —sinu?, cosu?,0,0),
i (ﬁ) ( )
1
X5 =[—=11(0,0,0,0, —sinu®, cosu?).
Campul vectorial de structura & din S° este dat de
1
=—JX = —=] (sinu', — cosu', sin u?, — cos u?, sinu®, — cos u?).
¢ <\/§> ( )

De aici £ = —(X; + Xy + X3), iar € este tangent la M?3. Pe de altd parte,
structura tensoriald (¢, &,n) pe S° satisface

care arata ca ¢X; este normald la M3 pentru toti i. Atunci M3 e o subvarietate

anti-invarianta a lui S°. Mai mult, M3 este o subvarietate minimala din S° cu
2 . . v . v

|h]|” = 6 si conexiunea normala a lui M? este plata.

Teorema. Fie M™ o subvarietate anti-invariantd minimald, compactd din
)
. Lo g . 2
S?m+1 " Dacd forma a doua fundamentald din M este paraleld si dacd ||h||” =

5n? —n 1 1 1
—— atunci M este S* | —= St — St —= | cS°cs?mtl,
2n_1,auncz este (\/§>x (\@)x (\/§>C C

1 1 1 1
2. Fie S? (\/§> un cerc de raza ﬁ Atunci S? (ﬁ) x St (\/§> este o

subvarietate anti-invariantd minimald a lui S® si, de asemenea, este o subvari-

etate anti-invariantd minimald a lui S*™*1(m > 1) cu f-structura paraleld din
2 2

fibratul normal. In acest caz, ||h||” = 2.

3. Fie S'(r;)) = {z € C||z|* =r2, i=1,...,n+1}. Vom considera

Mn+1 = Sl(Tl) X X Sl(rn+1)

din C"*astfel incat rf + ... + 72, = 1. Atunci M"*! este o subvarietate plata
a lui S?"*1, cu vectorul curburd medie paralel si cu conexiunea normals plata.
Vectorul de pozitie X al lui M™*! in C"™! are componentele date de

X = (ricosut,rysinut, ... 7y cosu™ r, g sinu™th).



44 Capitolul 2

Atunci X este un vector unitar normal exterior al lui S?**! in C**!. Punand

X, =0, X = a—X,, avem
ou?

1

X1 = ri(—sinu', cosul,0,...,0),

n+1

Xoi1 = rny1(0, ..., 0, — sinu™"t cosu™ ).

Campul vectorial de structura £ al lui S?"*! este dat de componentele

£ =—JX = (rysinu', —rycosul, ... rppysinu™ —r, g cosu™ ).

Se observa ugor ca £ = —(X; + X + X3), adica campul vectorial £ este tangent
la M™1. O astfel de structura tensoriala (¢, &, 1, g) pe S satisface

Astfel ¢X; este normal la M"*+! pentru toti i. Adica M"*! este o subvarietate
anti-invariantd a lui S?"+1,

4. Fie S'(r)) = {z € C ||z =72, i=1,...,n+ 1} un cerc de razi r;.
Consideram M"™ = S'(ry) x -+ x S¥(r,) x E'. Atunci, definim o scufundare

alui M™* in E?"T1(=3) prin (rycosu®, ..., r,cosu™, rysinul, ... r,sinu®, 2).
In acest caz, M™™! este o subvarietate anti-invarianta din E?"™!(-3).
5. Fie R gpatiul euclidian si (z',...,2" 9%, ...,y", 2) coordonatele

carteziene ale sale. Consideram urméatoarea scufundare naturald a lui R**!

in R2n+1 .

1

(xh,... 2" 2) — (2, ..., 2",0,...,0,2).

Atunci R"*! este o subvarietate anti-invarianta a lui R?"*1.

8 Subvarietati C-total reale

O subvarietate n-dimensionala M a lui M normali la ¢ se numeste subva-
rietate C-total reald. In acest caz, avem ¢T,M C T;-M, Yx € M [48].
In particular, daca m = n, M se numeste subvarietate C-lagrangeand.

Observatie. Unii geometri nu utilizeaza termenul de subvarietati C-total
reale. Astfel de subvarietati sunt numite subvarietdfi anti-invariante normale
la campul vectorial de structura.

Se stie ca

A =0,
A¢XY = A¢yX,
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pentru orice campuri vectoriale X gi Y tangente la M.

Propozitie [3]. Fie M™ o subvarietate C-total reald a unei varietati Sasaki
M?™*1 Dacd forma a doua fundamentald a lui M este paraleld, atunci Ayx = 0
pentru orice camp vectorial X tangent la M. Mai mult, daca n = m, atunci
M este total geodezica in M.

Unele proprietati sunt exemplificate si prin teorema:

Teorema [46]. Fie M o suprafata C-total reald cu vectorul curbura medie
paralel a unei forme spatiale Sasaki ]\7[5(0).

(1) daca M este de gen zero, atunci M este total geodezica.

(2) daca M este o suprafata completda cu curbura nenegativa, atunci M este
total geodezica sau plata.

(3) daca M este o suprafata completda cu curbura Gauss K mnepozitiva si

. c+3
daca

— K > « pentru orice constanta o > 0, atunci M este plata.

Exemple de subvarietati C-total reale:

1. Fie C"! spatiul complex (n + 1)-dimensional cu structura aproape com-
plexi J si S?"Tlsfera unitard din C"™cu structura Sasaki standard (¢, &, 7, g).
Fie S un cerc de raza 1, si consideram

T"=8"x - x St

Atunci putem construi o imersie izometrica minimala a lui 7" din S?**! care
este C-total reala conform demonstratiei de mai jos.
Fie X:T" — S?"*1 o imersie minimala definita prin

+

L
= Ve

unde vt = —(u! 4 -+ + u"). Campul vectorial de structurd ¢ al lui S+
restrictionat la T este dat de

cosu’,sinu', ..., cosu",sinu", cosu", sinu™t),

1
E=—-JX = m(smul,—cosul,...,smu”“,—cosu”“).
n
Punand X; = —, cui=1,...,n, avem
K3 aul’ ) Y 7
1 i i o ontl n+1
X; = (0,...,0,—sinu’,cosu’,0,...,0,sinu""", —cosu""").

vn—+1
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Astfel Xy,..., X, sunt linear independenti si 7(X;) = 0 pentru i = 1,...,n,
ceea ce arata ca imersia X este C-total reala. Mai mult, X este imersie minimala
cu ||h]]* = n(n —1).

2. Torul T = S*' x S! este o suprafatd C-total reald a lui S° si avem
2
[2]]" = 2.
Teorema. Fie M" o subvarietate C-total reala, compacta cu vectorul curbura
n(n+1)

medie paralel a i S* ' (n > 1). Dacd ||h|* = T
n_

St x StcS® in St

, atunct M este

9 ('R-subvarietati de contact

Fie M o subvarietate tangenta la campul vectorial de structura ¢ imersata
izometric intr-o varietate Sasaki M. Atunci M se numeste CR subvarietate de
contact a lui M daca exista o distributie diferentiabila

D:x — D, CT, M

pe M satisfacand urmatoarele conditii:
(1) D este invarianta in raport cu ¢, i.e. ¢D, C D, pentru fiecare x € M,
(2) distributia ortogonald complementara D+:x — D C T, M este anti-
invarianta in raport cu ¢, i.e. ¢D+ C T:-M pentru fiecare x € M.
Punem

dim M = 2m + 1, dim M =n+1,
dimD = h, dim D+ = p,

codim M =2m —n =q.

Daca p = 0, atunci C'R-subvarietatea de contact este o subvarietate in-
variantd a lui M, si daca h = 0, atunci M este o subvarietate anti-invarianta
din M tangentd la campul vectorial de structura {. Dacd p = ¢, atunci CR-
subvarietate de contact M se numeste C' R-subvarietate generica a lui M. In

acest caz, ¢T;-M C T,M pentru orice punct x € M. Daca h > 0si p > 0,
atunci C' R-subvarietatea de contact se numeste non-trivialda (proprie).

De asemenea, pentru o C' R-subvarietate de contact M, subfibratul complex

B={X—i¢X; X €T(D)}
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este involutiv. Astfel M este dotata cu o structura Cauchy-Riemann in sensul
lui S. Greenfield [48].

Notam cu D subfibratul complementar ortogonal la D+ & {£} al lui TM,
unde {{} este subfibratul 1-dimensional generat de &.

Daca D este invariant prin ¢, atunci M se numegte C R-subvarietate [48].

Fie M2+ ¢ varietate Sasaki cu structura tensoriald (¢,¢,m,9). Vom con-
sidera o varietate riemanniand M izometric imersatd in M cu campul metric
tensorial indus g, si presupunem ca subvarietatea M a unei varietati Sasaki M
este tangenta la campul vectorial de structura &.

Pentru orice camp vectorial X tangent la M, consideram

X = PX + FX,

unde PX este partea tangenta a lui ¢.X si F'X partea normala a lui ¢ X. Similar,
pentru orice camp vectorial V', normal la M,

oV =tV + fV,

unde tV este partea tangenta a lui ¢V si fV partea normala a lui ¢V
Este simplu de observat ca P si f sunt antisimetrice. Avem

gFX, V) +g(X,tV) =0

si
{PQ:—I—tF+n®§, FP+ fP=0,

Pt+tf =0, f?=—-1-Ft.

Teorema. O subvarietate M tangenta la campul vectorial de structura & a

unet varietati Sasaki M este CR-subvarietate de contact dacd $t numai daca
FP=0.

Teorema. Fie M o CR-subvarietate de contact a unei varietati Sasaki M.
Atunci P este o f-structura pe M si f este o f-structura pe fibratul normal.

Legatura dintre o C'R-subvarietate de contact si distributie este data de
teoremele [48]:

Teorema. Fie M"Y o CR-subvarietate de contact a unei varietiti Sasaki
M2+ Atunci distributia D+ este complet integrabild si subvarietatea_mazi-
mala integrala este o subvarietate anti-invarianta g-dimensionala a lut M nor-
mald la € sau o subvarietate anti-invarianta (q + 1)-dimensionala a lui M
tangenta la &.
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Teorema. Fie M™t o CR subvarietate de contact a unei varietdati Sasaki
M2+ [ acest caz, distributia D este complet integrabila daca st numai daca
h(X,PY) = h(Y,PX) pentru orice campuri vectoriale X,Y € D si atunci
§ € D. Mai mult, subvarietatea integrala mazimald a lui D este o subvarietate
invarianta (n + 1 — q)-dimensionald a lui M.

Exemple de C'R-subvarietati de contact si subvarietati generice:

1. Fie S?™! sfera unitate (2m + 1)-dimensionald cu structura Sasaki
(¢,€,m,9). Notam S™(r) sfera m-dimensionala de raza r. Consideram urma-
toarele imersii:

-----

unde my, ..., my sunt numere impare i 3 + - -+ + 77 = 1.

M, ..., este o subvarietate generica a lui S"** cu forma a doua funda-
mentala paralela si cu conexiunea normald plata. Mai mult, M,,, ., este o
C R-subvarietate de contact a lui S*™*'(2m + 1 > n + k) cu forma a doua
fundamentala paralela si conexiunea normala plata.

1

i >2 (1t = 1,...,k), atunci
n+1
M., .....m, este subvarietate generica minimala a lui S™tE &i de asemenea o C'R-
subvarietate de contact minimald a lui S*™*' (2m +1 > n + k). Patratul
lungimii formei a doua fundamentale a lui M este dat de ||h]|* = (n+1)(k—1),
iar daca m; = 1, pentru toti ¢ = 1,...,k (k = n+ 1), atunci M,,, ., este
subvarietate anti-invarianta a lui S?"*1.

2. In exemplul precedent, daca r; = <

k

Teorema [3]. Fie M™*' o CR subvarietate de contact, compactd din S*™ ' cu
conexiunea normala plata. Daca vectorul curbura medie al lui M este paralel si
daca PAy = Ay P, pentru orice camp vectorial V normal la M, atunci M este

k
S squ S™ (ry) X x S™R(ry), n+l=Ym;, Yri=1, 2<k<n+l,
i=1 7
in S"TIP unde ma, ..., my sunt numere impare.

Fie M o varictate Sasaki (2m+1)-dimensionala. O subvarietate M tangenta
la & se numeste subvarietate generica daca subspatiile invariante maximale prin
¢,

D,=T.MN¢T,M CT,M, x € M,
definesc un subfibrat diferentiabil al lui T'M.

Este stiut ca o astfel de subvarietate este inzestrata cu o CR-structura

naturala [45].
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10 Subvarietati oblice

Fie M o subvarietate riemanniand n-dimensionald, izometric imersata in-
tr-o varietate metrica aproape de contact M, cu structura metrica aproape de
contact (¢,&,7,9).

Presupunem ca campul vectorial de structura £ este tangent la M.

Notam cu D distributia ortogonala la & din T'M si consideram descom-
punerea ortogonala directa

TM =D (§).
Pentru orice vector X € T'M, scriem
pX =TX+ NX,

unde T'X (respectiv NX) este componenta tangenta (respectiv normald) a lui
6X .
Similar, pentru orice V € T+M, avem

OV =tV +nV,

unde tV (respectiv nV') este componenta tangenta (respectiv normala) a lui
oV

Déandu-se reperul local ortonormat {es,...,e,} din D, se definegte patratul
normei lui T si N prin

ITI” = 3" *(ei, Tey),  IINIP = 3 [[Nesl’

ij=1 b,j=1

respectiv. Este ugor de observat c& ||T||* si || N||*sunt independente de alegerea
reperului ortonormat de mai sus.

Pentru fiecare vector X nenul, tangent la M in x, astfel incat X este or-
togonal pe &,, notam cu 6(X) unghiul dintre ¢.X si T, M. Deoarece n(X) = 0,
0(X) coincide cu unghiul dintre ¢.X §i D,.

Atunci, M se numeste oblica [27] daca unghiul §(X) este constant si inde-
pendent de alegerea lui z € M ¢i X € T, M — (£). Unghiul € al imersiei oblice
se numeste unghi de oblicitate.

Subvarietatiile invariante gi anti-invariante sunt oblice cu 8 = 0 si respectiv
s
0=—.
O subvarietate oblica care nu este invarianta sau anti-invarianta se numeste
oblica proprie.
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Datorita cercetarilor facute de ”tripleta spaniola” J.L. Cabrerizo, A. Carri-
azo si L.M. Fernandez [5], [6], vom prezenta cateva rezultate remarcabile.
Teorema. Fie M o subvarietate a unei varietati metrice aproape de contact
M astfel incat &€ € TM. Atunci, M este oblica daca $i numai daca ezistda o
constanta X\ € [0, 1] astfel incat:

T2 = -\ + A ®E.

Mai mult, dacd 0 este unghiul de oblicitate al lui M, el satisface relatia X = cos® 6.

Existenta reperelor local ortonormate tangente si normale a unei varietati
metrice aproape de contact este data de urmatoarele corolare:

Corolar. Fie M™FY o subvarietate a unei varietati metrice aproape de contact
M* ey unghiul de oblicitate 6 > 0 si {e1,...,em, &} un reper local orto-
normat pe TM. Atunci {(cossecl)Ney, ..., (cossecO)Ne,,} este un reper local
ortonormat pe T+ M.

Corolar. Fie M? o subvarietate oblicd a unei varietdti metrice aproape de
~ T

contact M cu unghiul de oblicitate 6 < —. Pentru un camp vectorial unitar

tangent ey din M, ortogonal la &, punem ey = (secO)Te; si e3 = £. Atunci

er = —(secO)Tey si {e1,eq,e3} este un reper local ortonormat pe T M.

Corolar. FégvM3 o subvarietate proprie oblica a unei varietali metrice aproape
de contact M® cu unghiul de oblicitate 6. Pentru un camp vectorial unitar
tangent ey din M, ortogonal la &, consideram vectorii es = (sec)Tey, e3 = &,
es = (cossecO)Ney, es = (cossec@)Ney. In aceste conditii, e, = —(sec 0)Tey si
{e1, eq, €3, €4, €5} este un reper local ortonormat pe TM, cu {ey, e, €3} tangente
la M si {e4,e5} normale la M. In plus,

te, = —sinfe;, mney = —cosfes, tes = —sinfes i nes = cosfey.

Definitie. Reperul {ej,eq,e3,€e4,e5} definit mai sus, se numeste reper oblic
adaptat.

Propozitie. Fie M o subvarietate a unei varietafi metrice aproape de contact
M, cu unghiul de oblicitate 6. Atunci, pentru orice X,Y € TM avem:

9(TX,TY) = cos*0[g(X,Y) — n(X)n(Y)],
g(NX, NY) = sin® 0[g(X,Y) — n(X)n(Y)].

Mai mult, in acest caz, dacd 0 este unghiul de oblicitate al lui M, \ = cos? 0.
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Propozitie. Fie M o subvarietate a unei varietatt metrice aproape de contact

M, cu unghiul de oblicitate 6 € {O, ;T) Atunci ( ¢ = (secT,&,m,9) este o
structura aproape de contact pe M.
Exemple de subvarietati oblice:

1. Daca M este o subvarietate oblica a unei varietati aproape hermitiene
M, atunci M x R este o subvarietate oblica a varietatii metrice aproape de
contact M x R cu structura produs uzuala.

2. Daca M este o subvarietate oblica a unei varietati Kaehler M , atunci
M x R este oblica intr-o varietate Sasaki.

Propozitie. Fie M o subvarietate a unei varietatt metrice de contact M.
Atunci, M este anti-invarianta daca si numai daca distribufia D este inte-
grabila.

Din acest motiv, daca M este o subvarietate oblica a unei varietati aproape
hermitiene M x R, ea nu poate fi subvarietate oblica proprie a unei varietati
metrice de contact.

3. Fie (R*™ " ¢, &,m, g) cu structura Sasaki uzuald data de

1 m o 9

n—2<dz—;ydx>, S_QE’
1| . . .
g=77®77+1 [Z(dﬂ@dxi—l—dy’@dy’)] ,
i=1
U 0 0 0 U 0 0 Ui o,
Xi 4 Yoy 4 2| =3 (Vi = X Yiy' =,

%0 L;( 833l+ 8y2)+ 82] ;( ox’ 8y1>+; Yoz

unde (2%, %, 2%), i = 1,...,m sunt coordonatele carteziene. Se stie c&

0 0 -0
2— .2 . —
{ oy’ (83:1 +y 821) ’5}

este o bazd ortonormata din TR?*™! astfel incat are loc urméatoarea relatie

oo | 2 a, =2 8‘ + yZi . O astfel de baza se numeste ¢g— baza.
dy’ ox’ 0z

Daca m este impar, definim endomorfismul ¢, ca:

X1 X Vi Yo Z) = (= Xy X1 oy = Xoms Xt Yo, — Vi
Y’m; —Im-1, y2X1 - leZ +---+ mem_l - ym—le).
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Este ugor de ardtat ca (R?™! ¢1,&,n,g) este varietate metrica aproape
de contact. Cu toate acestea, (R*" ™! ¢;,£,m,g) nu este varietate metrica de
contact. Vom obtine aceasta ca un caz particular al propozitiei urmatoare.

Propozitie. Se considera (]\7 ¢,&€,m,9) o varietate metrica de contact. Dacd
exista o alta structura metrica aproape de contact (¢ £,1,9) pe M astfel incat
(M P, £,1n,9) este varietate metrica de contact, atunci gz5 o.

Observatie. Se poate demonstra ca (R*"™! ¢;,£,n,g) nu este normald, de-
oarece [¢1, ¢1] = 2dn ® €. Mai mult, 2—forma fundamentala ¢; este inchisa si
obtinem ca :

9(Vxd)Y. Z) = =20(X)dn(Z, 6:Y) — n(Y)dn(Z,$: X) — 20(Z)dn(X, $,Y),

pentru orice X,Y, Z € TR?*™+!,

4. Pentru orice constanta ¢, definim ¢g g si ¢1 9 prin

G0 = (cosB)po + (sinb)ey,
b10 = (cosO)py + (sin ) gy.

Atunci (¢o,&,m, 9) st (¢1,0,€, 1, g) sunt doua structuri metrice aproape de con-
tact pe R***!, pentru m impar.

5. In particular, daca m = 2, atunci orice subvarietate invarianta M de
dimensiune 3 din (R, ¢g, &, 1, g) (respectiv (R?, ¢1,£,1,9)) este o subvarietate
oblica minimala (respectiv subvarietate oblica), cu unghiul de oblicitate 6 al lui

(R57 ¢0,97 57 7, g) (respectiv (R57 ¢1,97 57 7, g))
Teorema [5]. Presupunem cd

:U(U,U) = (fl(u7v)>f2(uvv)a f3(u7v)>f4(uvv))

defineste o supmfa;fd oblica S din C? cu structura Kdehleriand uzuald, astfel
0

incdt — si — sunt nenule si perpendiculare. Atunci

au " o
y(u7vat) = 2(f1(u,v), f2(ua U)a fS(u> U)a f4(u, U),t)

defineste o subvarietate oblicd 3-dimensionald M a lui (R®, ¢o,&,m,9), astfel

mecat, daca
0 0 0
€1 = 87 <2f3 fl +2f4 f2> ot
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§t

v v ov | ot’

atunci {ey,es, £} este o baza ortogonald a fibratului tangent al subvarietdtii.

o= ot (2650 1212 5

Observatie. Daca S nu este total reala, atunci distributia generata prin e; si
es nu este integrabila, adica M nu poate fi un produs riemannian al lui S cu
R.

6. Pentru orice 9 € [0, g},

z(u,v,t) = 2(ucosf,usinf,v,0,t)

defineste o subvarietate oblica 3-dimensionala, minimala cu unghiul de oblici-

2
cos® 6
tate 0 si curbura scalara 7 = — 3

7. Pentru orice constanta k,

k k k

z(u,v,t) = 2(ef cosu cos v, " sin u cos v, " cos usin v, e sin usin v, t)

defineste o subvarietate oblica de dimensiune 3, cu unghiul de oblicitate 6 =
|| k?

curbura scalara 7 =

it & 3(1+ K2

2e—ku
data de ||H|| = ———=
=5

8. Pentru orice constanta k,

arccos si curbura medie neconstanta

. Din acest motiv, subvarietatea nu este minimala.

z(u,v,t) = 2(u, kcosv, v, ksinv, t)

1
defineste o subvarietate oblica M cu unghiul de oblicitate # = arccos ———,
g ‘ 8 Vit i
curbura scalard 7 = ——— si curbura medie constantd datd de |[H| =
3(1 + k2?)

|| : y — .
— M It t 1 t t echivalente:
301+ 1) ail mult, urmatoarele proprietati sunt echivalente

(a) k= 0;

(b) M este invarianta;

(c) M este minimala;

(d) M are vectorul curbura medie paralel.

9. Fie k£ un numar pozitiv si (g(s),h(s)) o curba plana parametrizata
canonic. Atunci

x(u, s,t) = 2(—kssinu, g(s), ks cosu, h(s),t)
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defineste o subvarietate oblica proprie, nonminimala, plata cu unghiul de obli-
k

V14 k2

10. Pentru orice k£ > 0,

citate 8 = arccos

x(u,v,w,s,t) = 2(u, v, ksinw, k cosw, kw, ks, ksin s, k cos s, t)

defineste o subvarietate oblica, cu unghiul de oblicitate 6 = %, al varietatii
(R97 ¢07 57 n, g)
11. Pentru orice 0 € {O, g],

x(u,v,w,s,t) = 2(u,0,w,0,vcos0,vsinb, scosh, ssinb,t)

definegte o subvarietate oblica 5-dimensionala minimala, cu unghiul de oblici-
tate 67 a lui (Rga (bOa 67 7, g)

12. Pentru orice § € {O, g],

x(u,v,t) = 2(u,0,0,vcos0,vsinb,0,t)

defineste o subvarietate oblica 3-dimensionala minimala cu unghiul de oblicitate
0 a lui R” cu structura Sasaki uzuala.

13. Pentru orice numere reale nenule p si ¢, consideram urmatoarea imersie
de la R x (0,00) x R la R® definitd prin

x(u,v,t) = 2(pvsinu, pv cos u, v sin qu, v cos qu, t).

Atunci imersia x ne da o subvarietate oblica 3-dimensionala a varietatii metrice
aproape de contact (R?, ¢y1,&,1, g).

14. Pentru orice § € {O, 7;],

x(u,v,t) = 2(ucos@,v,usinb,0,t)

defineste o subvarietate oblica minimala, cu unghiul de oblicitate 6, a lui
(R57¢1>§77I79)-

15. Pentru orice § € {O, g],

x(u,v,t) = 2(ucos@,v,0,usinb, t)
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defineste o subvarietate oblica minimala, cu unghiul de oblicitate ¢ al varietatii
(R57 ¢17£77779)'
In raport cu exemplul 15, se poate arata ca pentru orice 6 € {O, 721 , obtinem

de asemenea o subvarietate oblica a lui (R®, ¢, £, 7, g), cu unghiul de oblicitate
T
5~ f. Din acest motiv, daca # = —, atunci avem doua imersii oblice de doua

varietati metrice aproape de contact diferite, cu acelagi unghi de oblicitate.

16. Pentru orice 8 € [0, g},

x(u,v,t) = 2(u,0,v cos 0, vsin @, 2uv cos 0 + t)

defineste o subvarietate oblica cu unghiul de oblicitate 6 in RS.

11 Subvarietati 2-oblice

Spunem ca M este subvarietate 2-oblica [27] a lui M, daci existd doud distributii
ortogonale D; si Dy pe M astfel incat:
(i) TM admite descompunerea directa ortogonala: TM = Dy @ Dy @ (£);
(ii) pentru orice i = 1,2, D; este distributie oblica cu unghiul de oblicitate
0;.
Dandu-se o subvarietate 2-oblica M, pentru orice X € T'M,

X =P X+ PBX+n(X)E,

unde cu F;X notdm componenta lui X din D;, pentru orice ¢ = 1, 2.
In particular, daca X € D;, obtinem T; = P, o T, si avem

oX =T X +T,X+NX,
pentru orice X € T M. Gasim
T?X = —cos® 0, X,

pentru orice X € D,;.

Observatie. Fie d; (respectiv dy) dimensiunile distributiilor D; (respectiv
D,). Daca unul dintre d; si ds sunt nule, subvarietatea 2-oblica este subva-
rietate oblica. Astfel, subvarietatile oblice (adica subvarietatile invariante si
anti-invariante) sunt cazuri particulare de subvarietati 2-oblice.
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Observatie. O C'R-subvarietate de contact este un caz particular de subvari-
etate 2-oblica.

Exemple de subvarietati 2-oblice:

1. Pentru orice 64,60, € [0, 721,

x(u,v,w, s,t) = 2(u,0,w,0,vcos by, vsin by, scos by, ssin by, t)

defineste o subvarietate 5-dimensionala 2-oblica M, cu unghiurile de oblicitate
01 si 0o, in R? cu structura Sasaki uzuala (¢o, €,7,9).
In plus, este ugor de vazut ca

formeaza un reper local ortonormat din T'M.

Se definesc distributiile D; = (e, e5) si Dy = (e3,e4). Atunci, este clar ca
TM =D ®Dy® (€) si este ugor de demonstrat ca D; este o distributie oblica cu
unghiul de oblicitate 6;, pentru orice ¢ = 1, 2. In particular, daca vom considera
01 = 0, = 0 ca mai sus, rezulta ca M este o f—subvarietate oblica.

cos 6,

75

2. Pentru orice 6; € [0, g}, alegem 0, € <0, g}, astfel incat cosfy =

Atunci
x(u,v,w, s,t) = 2(u,0,w,0,v cos b, vsin by, scos by, ssin by, t)

definegte o subvarietate 2-oblicd 5-dimensionala M a lui (R?, ¢o,&,n,g), cu
amandoua unghiurile de oblicitate egale cu 05, dar nu este subvarietate oblica.
De fapt putem alege un reper local ortonormat {ey, ..., e5} din TM astfel incat

1 o 0 o  ,0
a=mV\ea tve) Tlan T e |
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0 ) 0
eq4 = cos By (23/3> + sin 6y (283/4) )

0
es =2— =¢.
=25 ¢
Acum definim distributiile Dy = (eq, e2) i Dy = (e3, e4). Este ugor de vazut ca
impreuna D; si Do sunt distributii oblice cu acelasgi unghi de oblicitate 6. Cu
toate acestea, obtinem ca M nu este oblica deoarece 5 # 0.

3. z(u,v,w,s,t) = 2(u,0,w,u,0,v,0,s,t) definegte o subvarietate 2-oblica
5-dimensionald M a lui (R?, ¢, &,7,9).

Propozitie [6]. Fie M o subvarietate 2-oblica cu unghiurile 0; = 0y = 6.

Daca g(¢X,Y) =0, pentru orice X € Dy si Y € Dy, atunci M este oblicd cu
unghiul 6.

De asemenea, subvarietatile 2-oblice sunt o generalizare a subvarietatilor
semi-invariante, introduse de Bejancu si Papaghiuc in [1]. In aceasti lucrare, M
se numeste subvarietate semi-invarianta daca exista doua distributii ortogonale
D si D+ pe M, astfel incat:

(i) TM =D& D+ @ (£);

(ii) distributia D este invarianta, i.e. ¢D = D;

(iii) distributia D+ este anti-invarianta, i.e. ¢D+ C T+M.

T
Subvarietatile semi-invariante cu unghiurile 6; = 0 si 6, = 5 sunt, de fapt,

subvarietati 2-oblice. Reciproca este de asemenea adevarata.

Lema. Presupunem ca exista doua distributic ortogonale Dy si Dy pe M astfel
incit TM = Dy @ Dy @ (§). Atunci Dy este invariantd daca si numai daca
este oblica cu unghiul de oblicitate 6, = 0. Mai mult, TX = Ty X pentru orice
X e D;.

Observatie. In conditiile de mai sus, daca Ds este o distributie anti-invarianta,
atunci ea este oblica cu unghi g Reciproca nu este adevarata, ceea ce se poate

ardta punand 0; = 6, = g in exemplul 2. Astfel, daca scriem D; = (e3, eq) si
Dy = (e1, e3), obtinem o subvarietate M dotata cu doua distributii ortogonale
astfel incat TM = Dy @ Dy @ (£). D, este oblica cu unghi g dar nu este

anti-invarianta, deoarece ¢ge; nu este normala la M.
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Teorema [5]. Fie M o subvarietate 2-oblica a unei varietati metrice aproape
de contact M, Dy si Dy distributii pe M cu 01 si 0y unghiurile de oblicitate.
Atunci pentru i = 1,2

T?X = —cos® ;X

pentru orice x € D;.

12 Subvarietati semioblice

Prezentam alte rezultate cu privire la subvarietatile semioblice [27], [5], [6].

Definitie. S se numegte subvarietate semioblica [27] daca exista pe S doua
distributii ortogonale diferentiabile D; si D, astfel incat T'S = Dy @ Dy, unde
D, este o distributie complexa (J(D;) = Dy) si D, este o distributie oblica cu
unghiul de oblicitate 6 # 0.

In particular, dacg dimD; = 0 i 6 # g, atunci se obtin subvarietati oblice
proprii ale unei varietati aproape hermitiene, introduse de B.Y. Chen [10].

De fapt, prin studierea a doua exemple clasice, putem gasi cateva relatii intre
subvarietatile oblice ale unei varietati aproape metrice de contact si subvarietati
semioblice ale unei varietati aproape hermitiene.

Subvarietatile semioblice extind C R-subvarietatile (definite de Bejancu), in
sensul ca distributia D+ perpendiculard pe distributia invariantd D, nu este
total reala, deoarece unghiul de oblicitate 6 # 0.

Observatie. O C'R-subvarietate de contact este un caz particular de subvari-
etate semioblica.

Exemple de subvarietati semioblice:
1. Fie (]\7 ,0,€,m,g) o varietate metrica aproape de contact. Vom considera

N d N
varietatea M x R. Notam <X, fdt) un camp vectorial pe M x R, unde X

este tangent la M, t este coordonati pe R si f este o functie diferentiabila pe
M x R. Pe aceasta varietate se defineste o structura aproape complexa .J data

J (X, fc‘;) - (¢X - fm(X)jt) -

Atunci, (]\7 xR, J, g1) este varietate aproape hermitiana, unde g; reprezinta

d

d
metrica produs g; ((X, fdt> : (Y, hdt)) =g(X,Y) + fh.
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Urmadtoarele rezultate aratd cum putem obfgine subvarietd{i semioblice in
M xR pornind de la subvarietati oblice ale lui M.

Teorema. Fie M o subvarietate neinvarianta oblica a unei varietati me-
trice aproape de contact M. Atunci M x R este subvarietate semioblica a

lui M x R, cu distributia complexa Dy = <(§, 0), (O, ;i>> st distributia oblica
Dy, ={(X | X € D}.

Observatie. Daca M este subvarietate invarianta din M, atunci M x R este
o subvarietate invarianta in M x R.

2. Al doilea exemplu clasic a fost dat de Tashiro [44]. Fie § o vari-
etate aproape Hermitiana cu structura aproape complexa J. Fie M < So
hipersuprafata orientabila izometric imersata in S. Notdm cu g metrica pe S
si cea indusa pe M.

Fie C unitar normal la M. Atunci, § = —JC este tangent la | M. Se defineste
¢ si m prin JX = ¢X +n(X)C, pentru orice X tangent la M. Este ugor de
vazut ca (¢, &, 1, g) este o structura metrica aproape de contact pe M.

Considerdam S < S o imersie astfel incat C' si € sunt tangente la S. Notam
cu Dy = (C)¢§) distributia pe T'S generata prin C si &, iar cu Dy distributia
ortogonala pe T'S. Presupunem ca exista o hipersuprafata orientabila M — 5,
normala la C| si o imersie M — M astfel incat urmétoarea diagrama este
comutativa:

M < S
! !
M — 8

Este clar ca M este invarianta daca si numai daca S este subvarietate com-
plexa.

Teoremi. In conditiile de mai sus, M este subvarietate oblica a lus M, cu
unghiul de oblicitate 0 # 0, daca si numai daca S este subvarietate semioblica
a lur S, cu distributia complexa Dy si distributia 0—oblica Ds.

3. Fie RS spatiul euclidian de dimensiune 6, cu metrica standard si struc-

0
tura aproape complexa data de J ( ) = 55 pentru orice ¢ = 1,2, 3, unde
y’L

ox?
(2%, y") reprezintd coordonatele carteziene.
0
Fie R® — RS imersia uzuala. Atunci C' = o este unitar normal la R si
0
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Acum, pentru orice € # 0, putem considera imersiile:

o1 : R* — R%: (u,v,t,5) — (ucosf,usinb, t,v,0,s),

¢s: R* — R’ : (u,v,t) — (ucosf,usinb,t,v,0).

Se poate demonstra direct ca ¢; este o imersie semioblica, cu distributia

complexa Dy = <<‘9(?1:3’ (983/3> si distributia oblica
0 . o 0
D, = <cos 9@ + smeﬁ, (‘3y1> ,

de unghi 0. Pe de altd parte, @, este o f-imersie oblica, unde R® are structura
metrica aproape de contact indusé de structura aproape hermitiana pe RS.
Observatie. De fapt, subvarietatile semioblice sunt cazuri particulare de
T
subvarietati 2-oblice. Mai mult, daca 0 = > atunci subvarietatea semioblica

este o subvarietate semi-invarianta. Pe de alta parte, daca notam dimensiunea
lui D; prin d;, pentru ¢ = 1, 2, avem urmatoarele cazuri:
(i) daca dy = 0, atunci M este subvarietate invarianta;

T
ii) daca d; = 0 si # = —, atunci M este subvarietate anti-invarianta;
2

(iii) daca d; = 0 gi 0 # g, atunci M este subvarietate oblica proprie, cu

unghiul de oblicitate 6.

T

Spunem ca subvarietatea semioblica este proprie daca dids # 0 si 0 # 5
: . T

4. Pentru orice ;1 =0si 6y =0 € (0, 2),

z(u,v,w,s,t) = 2(u,0,w,0,v,0,scosf, ssinb,t)

defineste o subvarietate semioblica proprie M, cu unghi oblic § din R? cu struc-
tura Sasaki uzuala (¢o, &, 7, 9).

Dandu-se o subvarietate semioblica M, notam cu P; proiectia pe distributia
D;, pentru orice ¢ = 1,2. De asemenea, punand 7; = P, o T, obtinem

pX =P X +TRX + NPX,

pentru orice X € T'M.

Teorema. Fie M o subvarietate a unei varietafi metrice aproape de contact
M astfel incat € € TM. Atunci, M este semioblica daca $i numai daca exista
A € [0,1) astfel incat:
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(i) D={X € D|T?’X = —\X} este o distribufie;
) (ii) pentru orice X € TM, ortogonal la D, avem NX = 0.
In plus, in acest caz, A = cos® 0, unde 0 este unghiul de oblicitate al lui M.

Observatie. Pentru orice X € Dy, g([X, ¢X], &) # 0.

Daca M o subvarietate semioblica a unei varietati Sasaki M astfel incat
dy # 0. Atunci, distributia invarianta D; nu este integrabila.

Propozitie. Fie M o subvarietate semioblica a unei varietati Sasaki M.
Atunci distributia oblica Dy este integrabila daca si numai daca M este subva-
rietate semi-invariantd.

Conditiile de integrabilitate a distributiilor sunt date de:

Propozitie. Fie M o subvarietate semioblica a unei varietati Sasaki M.
Atunci avem:
(1) distributia Dy @ (§) este integrabila daca si numai daca

h(X,6Y) = h(Y, 6X),

pentru orice X,Y € Dy & (§).
(ii) distributia Dy & (§) este integrabila dacd i numai dacd

PU(VXxTY — VyTX) = P(Ayy X — AxxY),

pentru orice X,Y € Dy @ (£).

Fie M o subvarietate semioblica proprie cu unghiul de oblicitate 8. M se
numeste varietate semioblica Sasaki daca

(VxT)Y = g(PiX,Y)§ = n(Y)PLX + cos® 0(g(PX, Y)E — (V) PX),

pentru orice X,Y € TM.
Proprietati interesante sunt exemplificate de teoremele [5]:

Teorema. Fie M o subvarietate semioblica proprie, de unghi 0, a unei va-
rietagr Sasaki M. Urmatoarele proprietati sunt echivalente:

(1) M este semioblica Sasaki;
(i) (VxTPR)Y = cos? 0(g(PX,Y)é —n(Y)P,X) pentru orice X, Y € TM.

Corolar. Daca M este subvarietate semioblica proprie Sasaki, de unghi 6 a
unet varietati Sasaki M, atunci

VxY € D@ (§), VxZ €Dy ®(§),
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pentru orice X,Y € TM,Y € Dy, Z € Dy. In particular distributiile Dy & (€)
si Dy @& () sunt integrabile.

Teorema. Fie M o subvarietate semioblica proprie, de unghi 6, a unei va-
rietatt Sasaki M. Presupunem dim Dy = 2. Atunci, urmatoarele proprietati
sunt echivalente:

(i) M este semioblica Sasaki;

(i) (VxTPR)Y = cos? 0(g(PX,Y)é—n(Y )P, X), pentru orice X, Y € TM;

(ili) VxY € Dy @ (&), pentru orice X € TMsiY € Dy;

(iv) VxY € Dy @ (€) , pentru orice X € TMsi Y € Ds.

13 Invarianti Chen. Inegalitati Chen

In 1968, S.S. Chern [16] a formulat problema determinarii conditiilor nece-
sare ca o varietate riemanniana (M, ¢g) sa admita o imersie izometrica minimala
intr-un spatiu euclidian.

Pana recent, erau cunoscute numai conditiile urmatoare:

Conditia 1. Nu exista subvarietati minimale compacte intr-un spatiu
euclidian.

Conditia 2. Daca M este o subvarietate minimala a unui spatiu euclidian,
atunci curbura Ricci este negativa.

In [11], B.Y. Chen a descoperit a treia conditie necesar:

Conditia 3. Daca M este o subvarietate minimala a unui spatiu euclidian,

atunci curbura sectionala a sectiunii plane 7 C T,M, p € M, satisface

K(m) = 7(p),
pentru orice sectiune plana = C T,M, p € M, unde 7(p) este curbura scalara
in punctul p.

Invariantii Riemann dintr-o varietate Riemann sunt caracteristici intrinseci
din acea varietate Riemann. In aceasti sectiune, invariantii Riemann de pe o
varietate Riemann ii numim invarianti Chen [14].

Fie M o varietate Riemann. Notam cu K (7) curbura sectionald 2-sectiunii
plane # C T,M, p € M.

Pentru orice baza ortonormata {eq, ..., e, } a spatiului tangent 7, M, curbura
scalara 7 in p se defineste prin

7(p) = Z K(e; Nej).

1<j
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Notam (inf K)(p) = inf{K(7)| 7 C T,M, dimm = 2}.
Primul invariant Chen este dat de dp(p) = 7(p) — (inf K)(p).

Fie L un subspatiu din 7,M de dimensiune r > 2 si {ey,...,e,} o baza
ortonormata din L. Se defineste curbura scalara 7(L) a lui L prin

(L) = ZK(ei Nej), t,7=1,..,r.

i<j

Dandu-se o baza ortonormata {ey, ..., e,} din spatiul tangent 7, M, notam
simplu 7y, curbura scalara a r-sectiunii plane generate de ey, ...,e,. Curbura
scalard 7(p) a lui M este curbura scalara a spatiului tangent la M in p. Daca
L este 2-sectiune plana, 7(L) este curbura sectionalda K (L) a lui L.

Pentru un intreg k£ > 0, notam S(n, k) multimea finita de k-uple (nq, ..., ny)
de intregi > 2 satisfacand ny < n,ny + ... + np < n. Notam S(n) multimea de
k-uple cu k£ > 0 pentru un n fixat.

Pentru fiecare k-uple (ny,...,n;) € S(n), Chen a introdus invariantul rie-
mannian definit prin

d(ni,...,ng)(p) = 7(p) — S(n1, ..., nx) (p),

unde

S(ny,....ng)(p) = inf{r(Ly) + ... + 7(Lx) },

iar Ly, ..., L parcurg toate k subspatiile mutual ortogonale ale lui 7,M astfel
incat dimL; =n;, j =1,... k.
Se defineste curbura Ricci Ricy(X) a lui L in X (sau mai simplu curbura
k—Ricci) ca fiind
RICL<X) = K12 + K13 + ...+ K1k7
unde prin K;; notam curbura sectionala a 2-sectiunii plane generata de e;, e;.

Pentru fiecare intreg k, 2 < k < n, se defineste un alt invariant Riemannian
O al unei varietati n-dimensionale riemaniene M, ca fiind

Ok(p) inf Ricr(X), pe€ M.

:k;—lL,X

Reamintim cea mai importanta inegalitate Chen obtinuta pentru subva-
rietati din forme spatiale reale.

Teorema [7]. Fie M" o subvarietate n-dimensionald (n > 3) a unei forme
spatiale reale M™(c) cu curbura sectionald constanta c. Atunci

—2( n?
W e P .
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Egalitatea are loc daca si numai daca, exista un reper local ortonormat
{e1, .. en,y €ni1y .y €m } astfel incat operatorii Weingarten au urmatoarea forma:

a 0 0 - 0 hr, R, 0 - 0
0 pu—a 0 - 0 WL, —h', 0 - 0

Api=| 0 0 pu 01|, 4=l 0 0 0 - 0|,
0 0 0 - p 0 0 0 0

r=n+2,..,m.
Mai mult, cand egalitatea (A) are loc intr-un punct p € M™, avem de aseme-
nea inf K = K(ey A eg) in p.

Observatie. In conditiile teoremei de mai sus, notam prin
A’!’ = Aera hz] = g(h<e’w ej)u 67’)7
pentru¢,j=1,...n,r=n+1,....m.

Demonstratia teoremei precedente se bazeaza pe lema algebrica [7].

Lema. Fie ay,...,a,,b (n > 2) numere reale astfel incat

(z>: =1 (e o).

Atunci 2a1a9 > b, cu egalitatea daca si numai dacd aq + as = a3 = -+ = a,.

Pentru fiecare (ny,...,n;) € S(n), consideram:

k
n? (n+k—1—2nj)
d(nl,...,nk) = =l

Q(M_im) |

j=1

b(ny,...,ng) = ; [n(n —-1)— an(nj - 1)] :

Urmatoarea inegalitate intre invariantii Chen si patratul curburii medii este
obtinuta in [15], jucand un rol important pentru aceast domeniu de cercetare.

Teorema. Pentru fiecare (ny, ...,ng) € S(n) si fiecare subvarietate n-dimensio-
nala M a unei forme spatiale reale M™(c) cu curbura sectionald constanta c,
avem

(B) d(ny,...,ng) < d(ny,...,ng) HHH2 + b(nyq, ..., ng)c.
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Cazul de egalitate in inegalitatea (B) are loc intr-un punct p € M dacd si
numai dacd existda o bazda ortonormatd {ei,...,en} in p astfel incdt operatorii
Weingarten ai lut M in M™(c) in p au urmdtoarea forma:

6 0 0 - 0 A1 e 0 0 --- 0
0 aa 0 --- 0
0 -+ A; O 0
An+1 - O 0 as --- 0 ) Ar - 0 0 Ly 0 )
o 0 0 - a, 0 0 0 I
r=n+2,..,m, war ay,..., a, satisfac
ap+---+ Qpy = " = Qpy4efngp_q1+1 + -+ Any+tny = Ani4dnp+1 = 70 = Qn

st fiecare A7 este o submatrice simetrica de tip n; X n; satisfacand
trace(A}) = -+ - = trace (A}) = .

Un important corolar al teoremei precedente este urmatorul principiu de
maxim.

Principiul de Maxim [14]. Fie M o subvarietate n-dimensionald a unei

forme spatiale reale Mm(c) Daca ea satisface cazul de egalitate al inegalitatii
(B), adica

(M) S(na,.sng) = d(ny, ...,ng) | H||> + b(ng, ..., ni)e,
pentru un k-uplu (nq,...,n) € S(n), atunci
Ac(ny, .o, i) > Ac(ma, ..., my)
pentru orice (my,...,m;) € S(n), unde

d(n1,...,ng) — b(ny, ...,ng)c

Ac(ng,...,ng) = d(ny,...,ng)

Mentionam o obstructie la existenta imersiilor oblice, dupa cum urmeaza:

Teorema [14]. Fie (M, g) un spatiu riemannian simplu conex si compact, de
dim M = n. Daca exista Z'Antregii Ny, .y, Mg > 2, N7 <Ny Ny + ..o+ ng < nastfel
imcat d(ny,...,ng) > 0, atunci nu exista x: M — C™ (respectiv x: M — T" unde
T™ este torul complex) imersie oblicd. In particular, nu exista x: M — C"

(respectiv x: M — T™) imersie lagrangeand.
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Observatie. Conditia d(nq, ..., ;) > 0 data in teorema precedenta este optima.
Imersia lagrangeana a n-sferei unitate S™ a n-spatiului complex euclidian C"
este cunoscuta ca imersie Whitney si se definegte prin

1+2y0

1_|_y (yh‘ ‘;yn)y

W(yoa Y1y -0y yn) =

cu y2 +y? +...+y2 = 1. Imersia Whitney are un unic punct de auto-intersectie
w(—1,0,...,0) = w(1,0,...,0). S™ impreuna cu metrica indusa pentru imersia
Whitney w se numeste n-sfera Whitney.

Pentru orice n-uple (ny,...,ng) € S(n, k), invariantul 6(n4, ..., ny) al n-sferei
Whitney satisface d(nq,...,n;) > 0 §i 6(ny,...,n,) = 0 numai in punctul de
auto-intersectie.

Acest exemplu arata ca conditia data de teorema este optima.

14 Subvarietati ideale si minimale

O subvarietate M a unei varietati riemanniene M se numeste subvarietate k-
riglata daca M este foliatd printr-o subvarietate total geodezica k-dimensionala
alui M. In particular, o subvarietate M a unui spatiu euclidian E™ este k-
riglata daca este foliata prin subvarietati total geodezice k-dimensionale ale lui
E™.

Daca M este o subvarietate k-riglata n-dimensionala in E™, atunci exista
o subvarietate (n — k)-dimensionala N a lui M astfel incat M este generata
printr-o translatie de-a lungul subvarietatii total geodezice k-dimensionale V.
In particular, daca subvarietatea total geodezica k-dimensionala este normala
la subvarietate N in fiecare punct din N, subvarietatea riglata M se numeste
subvarietate k-riglata normald.

Obtinem urmatoarele rezultate pentru subvarietati minimale ale spatiilor
euclidiene:

Teorema [7]. Fie M o subvarietate minimald n-dimensionald (n > 2) a unui
m-spatiu Buclidean E™. Atunci

1) invariantul dy; satisface oy < 0.

ii) daca 9y = 0, atunci in fiecare punct p € M, avem unul din cazurile
dim N(p) =n sau dim N(p) =n — 2.

In plus, daca dim N(p) = n, atunci M este o subvarietate total geodezica a
lui E™ gi daca dim N (p) = n — 2, atunci M este o subvarietate (n — 2)-riglata
a lur E™.
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In particular, dacid M este o subvarietate (n — 2)-riglata normala, atunci
M este o portiune din urmatoarele subvarietati minimale ale lui E™:

a) subvarietate produs N x E"™2 cu N suprafata minimald in E™ "2 i un
subspatiu liniar (n — 2)-dimensional E"2 al lui E™.

b) subvarietate produs CN x E"3 cu CN con minimal 3-dimensional al
lui E™"F3 g1 un subspatiu liniar (n — 3)-dimensional E"=3 al lui E™.

c) reciproc, dacd avem unul dintre cazurile a) sau b), atunci M satisface
identic conditia 9y = 0.

Fie x : M — M/(c) o imersie izometrica a unei n-varietati riemanniane M a
unei forme spatiale reale M(c). Se demonstreaza ca

IH|” (p) > Au(p), pe M,

unde A, este invariantul riemannian din M definit prin A, = max Ac(ny, ..., ng),
si (ny,...,ny) ia valori pentru toate elementele din S(n).

Folosind inegalitatea precedenta, Chen introduce notiunea de imersie ideala
[14].

Definitie. O imersie izometrica x : M — M(c) a unei varietiiti riemanniene
M intr-o forma spatiala reala M(c) se numeste imersie ideald daca cazul de
egalitate al inegalitatii de mai sus are loc peste tot pe M,

IH|? () = Au(p), p € M.

O definitie echivalenta pentru subvarietati ideale este urmatoarea: o sub-
varietate se numeste subvarietate ideala daca cazul de egalitate al inegalitatii
Chen are loc numai pentru un anumite k-uplu (nq, ..., ng).

Observatie (Interpretarea fizica a imersiilor ideale). 7O imersie izometrica
x : M — M(c) este o imersie ideala” inseamna ca "M are in M(c) cel mai
bun mod de viata”; in sensul ca M primeste cea mai mica tensiune posibila
(data de Ac(p)) din spatiul inconjurator in fiecare punct p din M. Aceasta
rezulta din inegalitatea precedenta si din faptul ca campul vectorial curbura
medie este exact campul de tensiune pentru o imersie izometrica a unei varietati
riemanniene In alta varietate riemanniana (stiut din timpul lui Laplace). Adica,
patratul curburii medii intr-un punct pe subvarietate masoara exact tensiunea
de-a lungul subvarietatii primita din spatiul inconjurator in fiecare punct.

Pricipiul de maxim ne da urmatorul rezultat important:

Propozitia 1. Daca o imersie izometrica x : M — ]\7(0) satisface egalitatea
(M) pentru un k-uplu (ny,...,ng) € S(n), atunci ea este o imersie izometrica
ideald.
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Din definitia imersiilor ideale, deducem:

Propozitia 2. Fie x : M? — M™(c) o imersie izometricd a unei 2-varietdti
riemanniene in M™(c). Atunci ea este o imersie ideald daca si numai daca
este o imersie total ombilicala.

Daca subvarietatea insasi este forma spatiala reala, au loc urmatoarele:

Propozitia 3. Fie x : M(d) — M™(c) o imersie izometrica a unei forme
spatiale reale in M™(c). Atunci ea este imersie ideald daca $i numai dacd este
imersie total ombilicala.

Teorema [11]. Presupunem ca x : M — E™ este o imersie ideald a unei
n-varietatt riemanniane compacte M dintr-un m-spativ Fuclidian cu codimen-
siune arbitrara. Cu B(R) notam bilele care contin imaginea lui M. Atunci
raza R a lui B(R) satisface

(S) R > VOIA(M) |
/ AodV
M

unde Ao este invariantul Riemann pe M definit de principiul de maxim i
vol (M) este volumul lui M.
FEgalitatea are loc daca si numai daca x este imersie ideala de tip 1.

Spunem ca x este de tip 1 daca Az = Az, cu A > 0.

Estimarea razei tuturor bilelor continand subvarietati compacte ideale date
de teorema precedenta este optima.

Ca exemplu, fie M n-sfera unitate si fie x imersia ideala definita de scufun-
darea standard a lui M in E"*!'. Atunci invariantul intrinsec din partea dreapta
al inegalitatii (S) este egal cu unu. Pe de alta parte, toate bilele de raza 1 sunt
continute 1n imaginea lui M.

Imersia ideala a unei varietati riemanniene intr-o forma spatiala reala nu
este unica in general.

Observatie. Din definitia lui A.(nq,...,nk), este stiut ca daca ¢ > ¢, are
loc Ay < A, pentru fiecare varietate riemanniana M. Astfel, daca M este o
varietate riemanniani cu A, < 0 in cateva puncte din M, atunci M nu admite
nici o imersie ideala in nici o forma spatiala riemanniana M™(¢’), cu ¢ > c.

Observatie. O n-sfera riemanniana cu curbura sectionala constanta K admite
o imersie ideala in orice forma spatiala riemanniana compacta, simplu conexa
M™(c) cuc < K gim>n.
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Aceasta observatie arata ca o varietate riemanniana poate admite o imersie
ideala intr-o forma spatiala riemanniana, dar nu admite orice imersie ideala in
orice alta forma spatiala riemanniana.

Exista numeroase subvarietati in forme spatiale satisfacand cazul de egali-
tate al inegalitatii (B) (a se vedea [15]).

Exemplul 1. Pentru orice intreg k € {1, o B] }, cilindrul sferic EF x Sn—*

este o hipersuprafatd a lui E"™! care satisface egalitatea pentru (ny,...,ng) =
(2,...,2).

Exemplul 2. Pentru fiecare numar par n = 2k, o subvarietate total umbi-
licala a lui M™(c) satisface egalitatea cu (n1,...,nx) = (2, ...,2). Subvarietatea
total ombilicala a lui M™(c) deasemenea, satisface egalitatea cu k = 0.

Exemplul 3. Dacd M este varietate Kéaehler si admite o imersie minimala
intr-o forma spatiala reala M(c), cu dim M = n i dimg M(c) = 2n + 1, atunci
M este subvarietate (2, ..., 2)-ideala.

1
Exemplul 4. Fiei: S? <> — E? imersia standard a sferei de raza

V2
1 1
Atuncii x i: S? | —= | x S? | —= | — S° C ES este (2, 2)-imersie ideala.
(52) () =2
Generalizare. Considerdm a,b > 0, a* + b* = 1 si i;: S*(a) — E*1,
ip: S*(b) — E*! imersii standard. Atunci i, x iy: S¥(a) x S*(b) — S C
E*7*2 este (2, ..., 2)-imersie ideala.

Sl

O subvarietate M a unei varietiati M este subvarietate austerd (sau subva-
rietate Lawson) daca pentru orice & € ['(TM) si orice A € Eig (A¢) are loc
—\ € Eig (Ag)

Exemplul 5. Fie B C S"™! o subvarietate austera de dimensiune para 2k.
Pentru orice p € B, notam N,B = {¢ € T,5™""| ¢(¢,¢) = 1,9(¢,T,B) = 0}.
Atunci NB = UB N,B C 8" este o (2, ..., 2)-subvarietate ideald minimala.
pe
Exemplul 6. Fie N C S™ ! c E™ o subvarietate minimal& cu dim N = [
si fie CN conul (I + 1)-dimensional din E™ peste N cu centrul in centrul lui
S™=1 Atunci ON x E"~*1 C E™ este o subvarietate ideal.

Exemplul 7. Consideram spatiul Minkowski Ef™? = (R"*2,<,>), cu
metrica Lorentz < x,y >= —zly! + 22y*> + -+ + 2"2y" "2 spatiul hiper-
bolic H"™(-1) = {:1: cEM?| <z, >= —1} si spatiul-timp de Sitter ST =
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{x cEM? < a0 >= 1}, iar k < g Se defineste

N = {z € By — (22 = — (@) =2, (&) o (") = 1),

Atunci N C H""(—1) este o hipersuprafata (2, ..., 2)-ideala.

Exemplul 8. Folosind notatiile precedente, fie B C S o subvarietate de
tip spatial, minimala 2k-dimensionala. Pentru orice p € B, notam prin

N,B={X e T,S!" < X, X >=-1,< X,T,B >= 0}

Atunci NB = |J N,B C H""'(—1) este o subvarietate (2, ..., 2)-ideal4.
pEB

15 Alte inegalitati de tip Chen

In lucrarea [9], B.Y. Chen stabileste o relatie optima intre curbura sectionala
si operatorul Weingarten pentru subvarietati in forme spatiale reale.

Teorema 1. Fie x : M"™ — M™(c) o imersie izometrica a unei n-varietati
riemanniane M™ intr-o forma spatiala reala m-dimensionala M™(c) cu curbura
sectionala constanta c. Daca exista un punct p € M™ si un numar b > c astfel

incat K > b in p, atunci operatorul Weingarten in vectorul curbura medie
n _

satisface Ay > (b —¢)I,in p, unde I, este functia identitate.

In articolul [12], Chen defineste notiunea de k-curbura Ricci a unei varietati
riemanniene, stabilind o relatie optima intre k-curbura Ricci si operatorul Wein-
garten si de asemenea intre k-curbura Ricci si patratul curburii medii pentru o
subvarietate a unei forme spatiale reale de codimensiune arbitrara.

Teorema 2. Fie x : M" — Mm(c) o imersie zometrica a unei m-varietati
riemanniene M™ intr-o forma spatiala reala m-dimensionala Mm(c) cu curbura
sectionala constanta c. Atunci pentru orice intreq k, 2 < k < n si orice punct
p € M™, are loc:

i) daca ©k(p) # ¢, atunci operatorul Weingarten in H satisface

n—1 .
Ag > ©k(p) — ]I, inp;
adica diferenta
n—1 1 .
Ay — [b—z(c—i—i’))]-_fn in p,

este pozitiv definita, unde I, este functia identitate.
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ii) daca Or(p) = ¢, atunci Ag >0 in p;
n—1

ili) un vector unitar X € T,M™ satisface AgX = [Ok(p) — ¢]X daca
st numai dacd O(p) = ¢ st X apartine spatiului relativ nul in p;

_ n—1

1V) AH =

geodezic, adica forma a doua fundamentala este identic nuld in p.

[O(p) — c|l,, in p dacd $i numai daca p este un punct total

Estimarea lui Ay data de teorema 2 este optima (a se vedea [12]).

Teorema 3. Fie x : M" — Mm(c) 0 imersie izometricd a_unei n-varietafs
riemanniene M™ intr-o forma spatiald reald m-dimensionala M™(c) cu curbura
sectionald constantda c. Atunci:

i) pentru fiecare vector unitar X € T,M™, are loc

IHIE () > 5 [Ric (X) — (n — 1)el

ii) daca H(p) = 0, atunci un vector unitar tangent X in p satisface cazul
de egalitate daca st numai daca X apartine spatiului relativ nul in p;

iii) cazul de egalitate are loc pentru toti vectorii unitari tangenti in p daca
st numai daca p este un punct total geodezic sau n = 2 $i p este punct total
ombilical.

Teorema 3 se poate aplica pentru obtinerea catorva estimari optime ale
patratului curburii medii si prin aplicarea acestora se obtin cateva relatii intre
k-curbura Ricci gi patratul curburii medie pentru o subvarietate intr-o forma
spatiala riemanniana de codimensiune arbitrara (a se vedea [12]).

Urmatoarea teorema stabileste o inegalitate intre curbura medie gi cur-
bura scalara pentru o subvarietate lagrangeana intr-o forma spatiala complexa

M™(c).

Teorema 4. Daca M este o subvarietate lagrangeana a lui ]\7"(0), n > 1,
atunci curbura medie H si curbura scalara v din M satisfac

2(n+2) n+2
— C.

H|? >
1] _n2(n—1)T 4n

Cazul ¢ = 0 a fost demonstrat de Borelli, Chen gi Morvan in [4] si cazul
¢ # 0 de Chen in [11]. De asemenea, a fost investigata caracterizarea din cazul
de egalitate.

Vom exemplifica si cateva inegalitati B.Y. Chen pentru subvarietati C-total
reale in forme spatiale Sasaki.
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Fie (M, g) o varietate riemanniana n-dimensionalad. Notam cu K(7) cur-
bura sectionala a sectiunii plane m C T,M. Pentru orice baza ortonormata
{e1,...,en} a spatiului tangent T, M, curbura scalara 7 in x se definesgte prin

T = Z K(ez VAN 6]’).
1<i<j<n

Fie L un subspatiu al lui 7, M de dimensiune r > 2 si {ey,...,e,} o baza

ortonormata a lui L. Se definegte curbura scalara din L prin
T(L)Z Z K(ei/\ej).
1<i<j<r

Invariantul riemannian 6(ny,...,ny) a fost introdus de B.Y. Chen [8] prin

formula:
5(711, ) nk)('x) = T(ZU) - lnf{T(Ll) Rakitins T(Lk)} )

unde Ly, ..., L sunt subspatii mutual ortogonale ale lui T, M, cu dim L; = n;.

In [8], B.Y. Chen a demonstrat o inegalitate optima pentru acesti invarianti
ai subvarietatilor unei forme spatiale reale gi respectiv complexe functie de
curbura medie |H| (care se numesc inegalitati B.Y. Chen). Daca egalitatea are
loc peste tot, subvarietate se numeste ideala.

In particular, invariantul riemannian 6,; = 0(2) = 7 — inf K a fost introdus
s investigat pentru prima oara in [7].

In [29] a fost demonstrata inegalitatea B.Y. Chen privind §,;, pentru o
subvarietate C-total reala a unei forme spatiale Sasaki.
Teorema. Flie M(c) o forma spatiald Sasaki (2m + 1)-dimensionald si M o
subvarietate C-total reald n-dimensionala (n > 2) a lui M. Atunci

n—2 n? 1
< H?>+ = 1 .
oy < 5 {n_1| | +8(n+ )(c—|—3)}

Mai mult, egalitatea are loc intr-un punct x € M daca $i numai daca exista
0 baza tangenta {ey,...,e,} C TpM si o baza normald {eni1, ..., €am, Comi1 =
£} C T:-M astfel incat operatorii Weingarten A, = A, € {n+1,....,2m+1}
au urmatoarea forma

a 0 0 0
Apir=100b 0 --- 0 , a+b=up,
0 00 ul, o
hy, hi, 0 - 0
A=\ hly =R 0 -~ 0 , re{n+2,..,2m}
0 0 0 -+ 0,9
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§i Ag =0.
A fost obtinuta o teorema de clasificare pentru subvarietati ideale C-total
reale in raport cu 0y al unei forme spatiale Sasaki in [17], [18].

Teorema. Fie M o subvarietate C-lagrangeand n-dimensionald cu curbura
scalard constanta a unei forme spatiale Sasaki M(c). Atunci M este ideald
daca st numai daca are loc unul dintre cazurile:

i) M este o subvarietate total geodezicd;

ii) n = 3, M(c) = ST si M este local congruentd cu o anumitd (non-
standard) imersie izometricd a lui S* in ST.

Notdm cu N nucleul formei a doua fundamentale h,
N, ={X eT,M; h(X,Y)=0,VY € T, M}.

TeoremA. Fie M(c) o formd spatiald Sasaki (2n~+1)-dimensionald si M o sub-
varietate C-lagrangeand cu curbura scalard neconstantd astfel incat distributiile
N si N+ sunt complet integrabile. Atunci M este ideald dacd si numai dacd
M este local congruenta cu o imersie

v (O’ 72T> Xeost N Xging S"75 — S (L, p, q) = (cost)p + (sint)q,

unde N este o suprafata minimala C-total reald a lui S°.

Folosind o metoda similara, se poate stabili inegalitatea de tip Chen pentru
CR-subvarietati in forme spatiale Sasaki [29].
Teoremi. Fie M(c) o formd spatiald Sasaki (2m + 1)-dimensionald si M o
C R-subvarietate n-dimensionala. Atunci, are loc

o < n;Q{nn_llH]QjL;(n—l—l)(c—i—ZS)}—(n—1—3h)(c—1),

unde 2h = dimD.

Intr-o altd lucrare [19], a fost obtinuta inegalitatea de tip Chen pentru
invariantii 6(ny, ..., ng) pentru subvarietati C-total reala si C'R-subvarietati ale
unei forme spatiale Sasaki.

Teorema. Pentru o subvarietate C-total reald n-dimensionald M a unei forme
spatiale Sasaki (2m + 1)-dimensionala M(c), avem

k
n? (n—i—k—l—an)
) < =L HP

J=1

5(711, ey N
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—i—; n(n—1)— ;nj(n]’ —1)| (c+3).

Teorema. Orice subvarietate C—lagrangeanda ideald a unei forme spatiale
Sasaki este minimala.

Imaginea formei a doua fundamentale Imh C T+M se numeste primul
subfibrat normal.
Corolar. Nu ezistd subvarietati C-lagrangeane ideale in S***! cu dim Imh = n.

O subvarietate M a unei varietati riemanniene M se numeste riglatd daca
in fiecare punct p € M, M contine o geodezica 7, a lui M prin p.
Teorema. Fie M o subvarietate C-lagrangeand a unei forme spajiale Sasaki
M(c). Daca M este ideald, atunci M este riglata.

De asemenea, a fost obtinuta, inegalitatea Chen pentru C R-subvarietati ale
formelor spatiale Sasaki.

Teorema. Pentru o C R-subvarietate n -dimensionala M a unei forme spatiale
Sasaki de dimensiune (2m + 1), avem

k
n? (n—l—k‘—l—Zm)
) < Sl
2(n+k—2nj)

d(ny, ..., ng

+; n 1) = Yomyloy — 1) 43) - i(n— 1= 3h)(c—1).

16 Curbura Ricci pentru subvarietati
C-total reale

B.Y. Chen a demonstrat o relatie optima intre curbura Ricci si patratul curburii
medii pentru subvarietati in forme spatiale reale (a se vedea [9]).

In [29], I. Mihai a stabilit o inegalitate similara pentru subvarietati in forme
spatiale Sasaki.

Teorema 1. Fie M o subvarietate C-total reald n-dimensionala a unei forme
spatiale Sasaki M(c). Atunci:
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i) pentru fiecare vector unitar X € T, M, avem
1
(1) |H|* > E{4Ric (X)—(n—1)(c+3)}.

ii) daca H(x) = 0, atunci un vector unitar tangent X in x satisface cazul
de egalitate din (1) dacd si numai daca X € N.

iii) cazul de egalitate din (1) are loc pentru tofi vectorii unitari tangenti
in x € M daca st numai daca avem unul din cazurile: x este un punct total
geodezic sau n = 2 $1 x este un punct total ombilical.

Pentru o subvarietate tangenta avem:
Teorema 2. Fie ]\7(0) o forma spatiala Sasaki si M o subvarietate n-dimen-
sionala tangenta la . Atunci:

i) pentru fiecare vector unitar X € T, M ortogonal la &, avem

@) |HP 2 5 {aRie (X) - (1= 1)(c+3) = SBIPXP - 2)(c - 1)}

1

2

ii) daca H(x) = 0, atunci un vector unitar X € T, M ortogonal la & satisface
cazul de egalitate din (2) daca gi numai daca X € N.

iii) cazul de egalitate din (2) are loc pentru toli vectorii unitari tangenti
ortogonali la & in x € M daca si numai daca x este un punct total geodezic.

Corolarul 3. Fie M(c) o forma spatiala Sasaki si M o subvarietate invarianta
n-dimensionala. Atunci:
i) pentru fiecare vector unitar X € T, M ortogonal la &, avem

(3) HJ? > 732{4Ric (X)—(n—l)(c+3)+;(c—l)}.

ii) daca H(x) = 0, atunci un vector unitar X € T, M ortogonal la & satisface
cazul de egalitate din (3) daca si numai daca X € N.

iii) cazul de egalitate din (3) are loc pentru toti vectorii unitari tangenti
ortogonali la € in x € M daca st numai daca x este un punct total geodezic.

Corolarul 4. Fie M(c) o forma spatiala Sasaki si M o subvarietate n-di-
mensionala anti-invarianta tangenta la &. Atunci:
i) pentru fiecare vector unitar X € T, M ortogonal la &, avem

() H? > ;2{431(: (X) = (n = 1)(c+3) +2(c—1)}.

ii) daca H(z) = 0, atunci un vector unitar X € T, M ortogonal la € satisface
cazul de egalitate din (4) dacd si numai dacd X € N.
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iii) cazul de egalitate din (4) are loc pentru tofi vectorii unitari tangenti

ortogonali la & in x € M daca si numai daca avem unul din cazurile x este un
punct total geodezic sau n =2 g1 x este un punct total ombilical.
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Capitolul 3
Optimizari pe subvarietati oblice

1 Extreme ale invariantilor Chen pe
subvarietati oblice

In aceast capitol, toate rezultatele apartin autorului si sunt demonstrate in
lucrarile: B.Y. Chen inequalities for bi-slant submanifolds in Sasakian space
forms, Demonstratio Mathematica no. 1 (2003), Vol. 36, 179-187; B.Y. Chen
inequalities for semi-slant submanifolds in Sasakian space forms, 1.J.M.M.S.,
no. 27 (2003), 1731-1738; Submanifolds in Sasakian space forms, Analele Uni-
versitatii Bucuregti Anul L , Nr. 2 (2001), 33-41; (impreuni cu A. Oiaga) B.Y.
Chen inequalities for slant submanifolds in Sasakian space forms, Rend. Circ.
Mat. Palermo (2) 52 (2003), 367-381.

Vom demonstra o inegalitate pentru subvarietati oblice in forme spatiale
Sasaki, referitoare la invariantul Chen d,,. Pentru aceasta, vom considera
sectiunea plana 7 ca fiind ortogonala la campul vectorial &, si vom folosi lema

lui Chen [4]:

Lema 1. [4] Fie n+1, n > 2, numere reale ai, ..., an, ¢ astfel incat

(iaif:(n_l) @*)

In aceste conditii, are loc inegalitatea 2a1as > c. FEgalitatea fiind satisfacuta
daca st numai daca a1 + as = agz = -+ = Q.

Teorema 2. Fie M o subvarietate 0-oblica (n = 2k + 1)-dimensionald a unei
forme spatiale Sasaki M (c) de dimensiune (2m + 1). Invariantul 6y satisface

80
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inegalitatea:

1) 5M§n—2{ n? ”HH2+(0+3)(n+1)}

n—1 4
c—1
8

[3(n — 3) cos® § — 2(n — 1)].

Cazul de egalitate are loc intr-un punct p € M daca si numai daca exista o baza
ortonormata {ey, ..., e, = &} a lui T,M si 0 baza ortonormatd {enyi1, ..., €2m, €2m+1}
a lui TpLM astfel incat operatoriic Weingarten ai lut M in M(c) in p au
urmatoarea forma:

a 00 - 0
(2) Ava=l0b 0 - 0], at+tb=g
00 ply 2
W R, 0 - 0
3)  A=|h, =k, 0 - 0|, re{n+2,..2m+1}
0 0 On_s

Demonstratie. Formulele lui Gauss pentru subvarietatea M conduc la

R(X,)Y,Z, W)= R(X,Y,Z, W)+ g(h(X,W),h(Y,Z)) — g(h(X, Z), h(Y,W)),

pentru orice X, Y, Z, W € I'(TM).
Deoarece M (c) este o forma spatiala Sasaki, avem

~ c+3

(4) RX,)Y,Z,W) = 1 {=9(Y, 2)g(X, W) + g(X, Z)g(Y, W)}

1

+— i=n(X)n(2)g(Y, W) +0(Y)n(Z)g(X, W)
—g(X, Z)n(Y)g(§, W) + g(Y, Z)n(X)g(§, W)
—9(oY, Z)g(¢ X, W) + g(¢ X, Z)g(¢Y, W)
129(6 X, Y)g(6Z, W)Y, VX,Y,Z,W € I(TM).

Se considera p € M si {eq,...,e, = £} o baza ortonormata a lui T,M si
{€nt1s - €2m, €ami1} O baza ortonormata a lui TPLM. Pentru X = 7 = ¢,
Y =W =e;, Vi,j € {1,...,n}, din egalitatea (4) rezulta

~ c+3
(5) Rleisej,ei,e5) = 1

(—n+n?)+— 1 {—2<n— D+3 3 92<¢6u€j>}‘

ij=1
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Fie M C M(c) o f-subvarietate oblicd cu dim M = n = 2k + 1. Pentru
X € I'(T'M), avem descompunerea

¢X = PX +FX, PXcI(TM), FXecTl(T+M).
Fixam p € M si {ey,...,e, = {} 0 baza ortonormata a lui 7,M, cu

1 1

€1, €9 = Pel, veey Eofp = 7P€2k,1, €2kl = g
c cos f

os 6

Atunci

1 1 1
g(per,e2) =g (gbel, Pel) = @g(gbel, Pey) = @g(Pel,Pel) = cos @

cos 6
si, analog,
g*(gei, eip1) = cos’ 0.

Astfel,

Z 92(¢€ia€j) =(n—1) cos? f.

ij=1

Relatia (5) implica
D -1

(6)  Rlei e ei€5) = 013(712 —n)+ ‘ 1 [3(n — 1) cos® — 2(n — 1)]

Notam prin
Ihl* = > g(h(ei, e5), hlei, ).
Relatia (6) devine

3 -1
CZ n(n—1)+c

[3(n — 1) cos® 0 — 2n + 2] = 27 — n?||H||* + ||h|)?,

sau echivalent,

3 -1
et n(n—1)+c4

21 = n?||H||* — ||h]]* + [3(n — 1) cos® — 2n + 2.

Daca punem

2 3 -1
(-2 HIP - - 1) - €

€=21— [3(n — 1) cos® 6 — 2n + 2],
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obtinem
(7) n?[H|? = (n = 1)(e +[|]]*).

Fixam p € M, 7 C T,M, dim7 = 2, 7 = sp{ey, e2}. Consideram e, 1 =

Relatia (7) devine
n  2m+1
(Zh”“) n-11y S
1,j=1r=n+1

sau, echivalent,
2m+1 n

<Zh”+1>2 n—1){i§n; (R + 3 (R + > D (h

i#£j r=n+21i,j=1

Cu ajutorul lemei 1, deducem din (8):

n  2m+1

hn+1hn+1 Z hn+1)2+ Z Z (h

1#£] 1,j=1r=n+2

Din ecuatia lui Gauss, pentru X = Z = ey, Y = W = ey, obtinem

C+3 1 2m+1 T I8 T
K(m) = 1 + 3cos? 6 - T—i— Z (R hby — (R]5)?]
r=n+1
C+3 n  2m+1
> Z hn+1 4z Z Z
4 zyég zg 1r=n+2
2m—+1 2m—+1
T r \2
+ + Y My — Y (hiy)
r=n-+2 r=n+1
3 2m+1
= ct +3cos?f - —— th”“ Z Z
4 4 z;é] r=n+21,5>2
1 2m+1
+5 0 (B 5+ DR + (B )]
2r:n+2 ji>2
sau, echivalent,
3 -1
K(7r)20+ —i—SCOSQG-CT—i—g.

Atunci, deoarece inegalitatea se mentine pentru fiecare plan 7, avem

c+3

-1
iIﬂ_lfK(ﬂ')Z +3COS29'CT—|—T

83

H

I

2



84 Capitolul 3

—{ 3 (n®—n)+ [3(n — 1) cos 9—2n+2]}
n?(n —2) 5

Ultima relatie implica

S < ”_2{ " ||H||2+(C+3LE”+1)}

n—1

- 1[3(71 —3)cos®f —2(n — 1)],

unde d;; se defineste prin formula

du(p) = 7(p) — inf K(7)(p).

Aceasta relatie reprezinta inegalitatea ce trebuie demonstrata.
Cazul de egalitate intr-un punct p € M are loc daca gi numai daca avem
egalitate in inegalitatea precedenta si in lema 1, adica

=0, Vi#j, i,j>2,

hi=0, Vi#j, i,j>2 r=n+1..2m+]1,
Ry +hi, =0, Vr=n+2..,2m+1,

Mt =hyit =0, Vj>2,

n+1 n+l _ 1n+l _ _ 1n+1
hll +h’22 _h33 __hnn

Fixam {e;, eo} astfel incat hjy' = 0. Notam a = Y, b= hl,, p = hig' =
-+ = R Rezultd ca operatorii Weingarten au forma dorita. Rationamentul
reciproc este evident =

Corolarul 3. Fie M o subvarietate invariantd cu unghiul_de oblicitate 6 = 0,
(n = 2k + 1)-dimensionald a unei forme spatiale Sasaki M(c) de dimensiune
(2m +1). Atunci,

(c+3)(n—=2)n+1) (¢c—1)(n—"T)
8 + 8 .

Corolarul 4. Fie M o subvarietate anti-invarianta n -dimensionala a unei

forme spatiale Sasaki M(c) de dimensiune (2m + 1). Atunci,

51r < ng2{nn_1 IH|? + (c+3)in+1)}_ (c—l)in—l)'

o <
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Vom extinde teorema 2, pentru invariantii Chen §(nq, ..., n;), considerand
numai subspatii ortogonale la &.

Teorema 5. Fie M o subvarietate 0-oblica (n = 2k + 1)-dimensionald a unei
forme spatiale Sasaki (2m + 1)-dimensionala M(c). Invariantul §(ny, ..., ng)
satisface inegalitatea:

c+3
(9) O(m ey i) < (s ooy mi) [H P + b, omi) —
c—1 2 : 2
+ 3 3(n—1)cos*0 —3> njcos’0 .
=1

Pentru demonstrarea teoremei precedente, avem nevoie de urmatoarele:

Fie M(c) o form& spatiald Sasaki (2m + 1)-dimensionald si M C M(c) o
f-subvarietate (n = 2k 4 1)-dimensionala oblica tangenta la &.
Pentru orice p € M si pentru orice X € T),M, avem descompunerea

¢X =PX+FX, PXeT,M, FXE€ET, M.
Fie {ey, ..., e, = £} 0 baza ortonormala a lui 7,M. Atunci
9 n
IPI" = >_ g*(Pei,e;).
ij=1
Fie L C T,,M un subspatiu vectorial cu dim L = r. Punem
\I[(L> = Z gz(Puiauj)a
1<i<j<r
unde {uq, ..., u,} este o baza ortonormala din L.
Urmatoarea lema este o adaptare a a unei leme din [8], la varietati Sasaki.

Lema 6. Fie M o subvarietate 0-oblica (n = 2k + 1)-dimensionald a unei
forme spatiale Sasaki (2m + 1)-dimensionald M(c). Fie ny,...,ny, intregi > 2
satisfacand ny < n i ny+---+n, < n. Pentrup € M, fie L; C T, M subspatiile
i T,M, cu dim L; = n;, Vj € {1,...,k}. Se satisface inegalitatea

(10) 7= 7(L) < dlng, o) [ HIP

J=1

+{C+3n(n— N+ L —2n+2)}
_f:{cg?’nj(nj 4 13\1/(Lj)}.
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Demonstratie. Fie p € M si {ey, ..., e, = £} 0 baza ortonormata a lui 7,M;
din relatia (4), pentru X = Z =¢;, Y =W =¢;, avem

c+3 -1
(11) 27 = HIP Bl + | S (= 1)+ ©

3P| = 2n + 2)} .

Notam prin

+3 —1

=27 — 2d(ny, ..., m)|| H|? - {C n(n—1)+ =23 |P|? - 2n + 2)} ,
obtinem
(12) n?|[ HI* = (n+[|Al*)y,

k
unde vy =n+k— ) n;.

j=1

Din ecuatia lui Gauss, rezulta
c+3
(13) r(Ly) = {5 i~ 1) (L)}
k  2m—+1

2
+20 2 2 [Poa e — (hoys)’]
j=lr=n+1a;<f;

Demonstram ca

k 2m+1

(14) Z Z Z ajaj ﬂjﬂj (hgfﬂ]) ] = 37

Jj=1r=n+1 a;<B;

unde 7 se defineste din relatia (11).
Fie p € M si {e1,...,e, = £} 0 baza ortonormala din T,M; fie k subspatii
mutual ortogonale L, ..., L, din T,M, dim L; = n;, definite prin:

Ly =sp{ey,....,en },

L2 = Sp {en1+17 S) €n1+n2}a
Lk = Sp {€n1+...+nk,1+1; ceey en1+...+nk,1+nk}-

Fixam e, = €ni1 € TpLM. Notam a; = h™ = g(h(ei, €:), ent1) s

H
1H ]
din relatia (12), obtinem

n 2m+1 n

77+Z hn+1 Z hn+1 4 Z Z

1#] i=1 r=n+21,5=1
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Notam cu Dj, j =1, ..., k, multimea:

Dy ={1,...,n},

Dg—{nl—l—l n1+n2}

Dk ={ni+ ... +np1+1..,n+ .. +npq+ng}
De asemenea, notam

by = ay,
b2:a2+...+an17

by = (py41 F -+ Anyyng,

bk-‘rl = Opypegmy_ g +1 T Oy gno gy 4y,

bit2 = Qnytotng+1

b'y+1 = Adp.

Atunci, relatia (15) devine

~v+1 2 y+1 2m+1 n
(Z bz) n + Z b2 + Z hn-‘rl Z hn—i—l + Z Z
i=1 i=1 1#] i=1 r=n+21,j=1
- (2 Z L Z aaﬁ%k)} )
2<a1<B1<n1 o <P

cuay, ;€ Dj, Vi e{l, .k}
Aplicand lema 1, avem

Z (o, 0, + ... + Z Qo Ay, Z 5

a1<p <P

2m+1 n

z#] r=n+21i,j= 1

Relatia precedenta implica

k  2m—+1 1 2m+1
Z Z Z ajaj Bjﬁj - ( ;jﬁj) o + o Z Z
j=lr=n+1oa;<p; r=n+1 (a,8)¢D?
2m+1

+ 2 > (Ao

r=n+2o;€D;

1\3\3
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unde D? = (D; x Dy)U---U (Dy, X Dy).
Astfel, avem de demonstrat relatia (14). Din relatia (13), obtinem

k k
n c+3 c—1
> (L) > 2+Z{ g na(ng —1)+ 3‘I’(LJ)}
o =1
+ 3 -1
T —d(n, ey me) | H|? = {C nn—1)+ =@ IIPI* - 20+ 2)}

ko (c+3 c—1

j=1
sau echivalent,

k
3 —1

=S 7 (L) < d(ny, o) | H|? + {Cg n(n—1) + < . (3|]P|]2—2n+2)}

j=1
c+3 c—1

—z:{ A nj(n; — 1)+

3\11(Lj)}.

Aceasta relatie reprezinta inegalitatea ce trebuie demonstrata m

Demonstratia teoremei 5. Fie M o subvarietate -oblica (n = 2k + 1)-
dimensionala a unei forme spatiale Sasaki (2m + 1)-dimensionala M(c). Fie
p € Msi{e,...,e, =&} o baza ortonormata a lui 7,M, astfel incat

1 1
€1, €3 = 7P€1, veey Eofp = 7P62k_1, €2kl = £
cos 6 cos 6

Avem
g(oe;, e;1) = cosb,
care implica || P||* = (n — 1) cos2 6.
Fie Ly, ..., Ly, k subspatii mutual ortogonale din 7, M, dim L; = n;, definite
prin:
Ly =sp{el,....,en},
Ly =sp {en1+17 ) en1+n2} )

Lk = Ssp {€n1+...+nk,1+17 ey 6n1+..-+nk71+nk} .

Atunci, ¥(L;) = 2n; cos? 6.
Din (10), obtinem inegalitatea (9) =
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Corolarul 7. Fie M o subvarietate invarianta cu unghiul de oblicitate 6 = 0,
(n = 2k +1) -dimensionald a unei forme spatiale Sasaki (2m+1)-dimensionala
M (c). Atunci, avem:

c+3 c¢—1

k
d(ny,...,ng) < b(nq,...,ng) 5 + 5 {3(n —-1)— BZnJ} .
=1

Corolarul 8. Fie M o subvarietate anti-invarianta cu unghiul de oblicitate

0 = g, (n = 2k + 1)-dimensionald a unei forme spatiale Sasaki (2m + 1)-

dimensionala M(c). Atunci, avem:

c+3
5(”17"'7”’6) Sd(nla7nk’)||H||2+b(n17’nk) ) :

2 Minimul curburii sectionale pe subvarietati
2-oblice

In continuare, vom demonstra o optimizare pentru subvarietati 2-oblice ale unei
forme spatiale Sasaki, rezultat inclus in articolul [11]. Vom considera sectiunea
plana 7 ortogonala la &.

Teorema 9. Fie M o subvarietate 2-oblicd (n = 2d; + 2dy + 1) dimensionald
a unei forme spatiale Sasaki (2m + 1)-dimensionala M(c). Atunci avem:

-1

—(C 1 )[3(d1 — 1) cos? 0y + 3dy cos® Oy — (n — 1)),

pe D s1
, n—2( n? s (c+3)(n+1)

a7 k) = 7= "2+

(c—1) ) )

—7 [3d; cos® 01 + 3(dy — 1) cos” O — (n — 1)],
pe D,.

Cazul de egalitate pentru (16) sau (17) are loc intr-un punct p € M daca si
numai daca existda o baza ortonormatd {ey, ...,e, = &} a lui T,M si o baza orto-
normatd {€ni1, ..., €am, €am+1} a lui TpLM astfel incat operatorii Weingarten ai
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lui M in M(c) in p au urmatoarea forma:

a 00 - 0
Api=10b 0 -+ 0], a+b=yu,
00  plho
hiy, hiy O -+ 0
A=\ Ry =h;; 0 -+ 0|, re{n+2,.,2m+1}.
0 0 Opn—2

Demonstratie. Reamintim ecuatia Gauss pentru subvarietatea M

R(X,)Y,Z, W)= R(X,Y,Z, W)+ g(h(X,W),h(Y,Z)) — g(h(X, Z), h(Y,W)),

pentru toti X, Y, Z, W € I'(TM).
Deoarece M (c) este o forma spatiala Sasaki, avem

(18) R(X,Y,Z,W) = CZS
C_

{_g(Y7 Z)g(X> W) +g(X7 Z)Q(Y7 W)}

+&7 L n (X 2)g(Y, W) + 0¥ )n(Z)g(X, W)

—9(X, Z2)n(Y)g(§, W) + g(Y, Z)n(X)g(§, W)
—g(oY, Z)g(¢ X, W) + g(¢ X, Z)g(¢Y, W)
+29(6X,Y)g(0Z, W)}, VX,Y,Z W € T(TM).

Se considera p € M si {e,...,e, =&} o baza ortonormala a lui T,M si
{€ni1, - €om, €2mr1} O baza ortonormala a lui TPLM. Pentru X = 7 = e,
Y =W=¢e;, Vi,j € {1,...,n}, din egalitatea (18), avem ca

~ 3
(19) R(ei,ej,ei,e5) = cl— (—n+n2)
c—1 o,
+ 1 —2(n—1)+3 Z g (gei, ej) o .
i=1

Fie M C M(c) o subvarietate 2-oblicd, cu dim M = n = 2d; +2d; + 1. Vom
considera un reper adaptat 2-oblic ortonormat

1 1
€1, €3 = Pey, .., €2d,—-1, €2d; = P€2d171, €2d,+1,
cos 6, cos 0,
1 1
€2d,+2 = 7P€2d1+17 covy €2d142do—15 €2d1+2dy = 7P€2d1+2d2717
cos 65 cos 0

€2d;4-2da+1 = 6
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Avem

1
g(ge1, e2) = g(per, ——Pey) = g(Pey, Pey) = cos b

cos 0y

1
g(¢€17P61) = c

1
0s 0 0s 0y

si, In acelasi fel,

cos® 0y pentru i € {1,...,2d; — 1},

O
g (dei, €iy1) {COS2 0 pentru i € {2d; + 1, ...,2d; + 2dy — 1} .

Atunci .
Z g*(ge;, e;) = 2(d cos? 01 + dy cos® 6,).

ij=1

Relatia (19) implica

~ 3
(20)  Rlesesene;) = (= n)
c—1

1 [6(d; cos? 0y + dy cos® y) — 2(n — 1)].

Notam prin

1R]* =" g(hlei,e;), hies, e5)).
i,7=1

Din relatia (20), rezulta

3 -1
CZ n(n—l)-i—c

[6(dy cos® 01 + dy cos® By) — 2n + 2]
=21 —n?||H|]* + ||Al%,

sau echivalent,

c+3
4

[6(dy cos® Oy + dy cos® ) — 2n + 2].

27 = n’|H|I” — [|Al]* +
—I—C_ 1
4

n(n —1)

Daca punem

2
3
L2 HP -

n(n —1)

[6(dy cos? ) + dy cos® By) — 2n + 2],
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obtinem

(21) n*[|H|* = (n — 1)(e + [|hl]*)-

Fiep e M, = C T,M, dimm = 2, 7w ortogonal la {. Vom considera doua
cazuri:
i) 7 este tangent la D;. Se poate presupune ca m = sp {ey,es}.

Fixam e, = Relatia (21) devine

1E]

thrl B 1 n  2m+1
Z (n > > (h
i,j=1r=n+1
sau echivalent,
n 2 n 2m+1 n
(22) (Z h;;“) =(n-1) {Z (R (T 4+ Y0 S (h)* + 5} :
=1 i=1 1#] r=n+21i,j=1

Prin folosirea lemei 1, deducem din (22):

) ) 1 n  2m—+1

+ + +

2M R = D (T 4 DD D (h
i#£j 3,j=1r=n+2

Din ecuatia lui Gauss pentru X = Z =e1, Y = W = ey, obtinem

C —"_ 3 1 2m+1 T T '
K(m) = ——+ 3cos? by - T+ > [k by — (Ry)?)
r=n-+1

C+3 n  2m-+1

> + 3cos? 0 - T+ Z h"+1 + = Z Z -
i#] ’L] 1r=n+2
2m—+1 2m—+1
ropT r \2

+ Z h’llh22 - Z (h12)

r=n+2 r=n+1

3 - 1 1 2m—+1
_ o +3008201-67+fz h”+1 Z > (h

4 4 2 1#£] r=n+21,j>2

1 2m+1 €
+ Z h;l—f—h Z hn+1 hn—i—l) ]‘i‘*

r=n+2 7>2 2
3 —1
> Z + 3cos? 0y - 4 %
sau echivalent,
-1
K(7T)20+ + 3 cos (91-0 c
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Atunci
—1
H%fK(ﬂ')—T > c+3—|—3(}os261.c4
3 -1
_{c—g (nz—n)+c [6(d1008291+d200s202)—2n+2]}
n?(n — 2)
—WHHW

Ultima relatie implica

_9 2 3 1
min K (r) = 7 — {n”_ 1 ”H”2+W}
_C 1 [3(dy cos® 01 + dy cos? By) — (n — 1)] + 3cos? 0 - CT
ii) similar, daca 7 este tangent la Dy, obtinem
_9 2 |
min K (7 )= T n HH||2+%
e 2 _1 4
c—1 c—1

1 [3(dy cos? 0y + dy cos® B;) — (n — 1)] + 3 cos® b, T

Aceste relatii reprezinta egalitatile ce trebuiau demonstrate.
Cazul de egalitate intr-un punct p € M are loc daca gi numai daca are loc
relatia precedenta in caz de egalitate si daca avem egalitate in lema 1, adica

it =0, Vi#j, i,j>2,

hi;=0, Vi#j, i,j>2 r=n+1.,2m+1,
hiy +hsy, =0, Vr=n+2,.,2m+1,

Wit =hyt =0, Vj>2,

n+1 n+l _ n+l _ _ 1n+1
h’ll +h22 — /33 __h’nn

Se poate alege {e1,ey} astfel incat A5 = 0. Notam a = A%, b = hj,,
p = hiyt = .- = A" Rezultd ca operatorii Weingarten au forma dorita.

Rationamentul reciproc este evident m

Corolarul 10. Fie M o CR subvarietate deNcontact n-dimensionald a unes
forme spatiale Sasaki (2m + 1)-dimensionald M (c). Atunci,

i () = 7= "2 { g IO g, oy




94 Capitolul 3

pe Dy g1

m}nK(ﬁ):T— 5 {71 - [3dy — (n—=1)],

n—Q{ n ||H‘|2+(c—|—3)in—l—1)} (c;l)

pe Ds.
Observatie. In particular, daci 6; = 6, = 6, pentru subvarietati oblice, de-
ducem teorema 1.

Corolarul 11. Fie M o subvarietate invarianta (n = 2k + 1)-dimensionald a
unei forme spatiale Sasaki (2m + 1)-dimensionala M (c). Atunci, avem

51r < (c+3)(n—2)(n+1) N (c—l)(n—?).
8 8

Corolarul 12. Fie M o subvarietate antz’—mﬂaﬂantd n-dimensionald a unesi
forme spatiale Sasaki (2m + 1)-dimensionala M (c). Atunci, avem

51y < n;Z{nnjl VH|? + (C+3)in+1)}_ (c—l)in—l)'

3 Minimul curburii sectionale pe subvarietati
semioblice

Similar avem o inegalitate pentru subvarietati semioblice dintr-o forma spatiala
Sasaki. Aceasta este inclusa in lucrarea [12].

Vom considera sectiunea plana 7 ortogonala la &.

Teorema 13. Fie M o subvarietate semioblicd (n = 2d,+2dy+1) dimensionald
a unei forme spatiale Sasaki (2m + 1)-dimensionala M(c). Atunci, avem:

JC; 2 [3dycos® 0 + 3(dy — 1) — (n — 1)],
pe Dy st
@) k) = T- g {nn_l HHH2+(C+3)4(”+1)}

[3(dy — 1) cos® 0 + 3d; — (n — 1)].
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pe Ds.

Cazul de egalitate pentru (23) si (24) are loc intr-un punct p € M daca si
numai dacd exista o baza ortonormata {ey, ...,e, = £} a lui T,M si o baza orto-
normatd {€ni1, ..y €2m, €2mi1} @ lui TpLM astfel incat operatoric Weingarten ai

lui M in M(c) in p au urmatoarea formda:

a 00 - 0
Apyr=10b 0 -+ 0|, a+b=y,
00 s
hi; hify O -+ 0
Ar<h{2 —hj; 0 - 0 ), re{n+2,..,2m+1}.
0 0 Opn—2

Demonstratie. Reamintim ecuatia lui Gauss pentru subvarietatea M

R(X7 Y? Z7 W) = R(X,Y,Z, W) +g(h(X7 W),h(Y, Z)) - g(h(X7 Z),h(}/, W))7

pentru toti X, Y, Z, W € I'(TM).
Deoarece M (c) este o forma spatiala Sasaki, atunci avem

(25) R(X,Y,Z,W) = 013
C_

{—g(Y, Z)g(X, W) + Q(Xv Z)g(Y, W)}

v L —n(X)n(2)g(Y, W) + (Y )n(Z)g(X, W)

—9(X, Z)n(Y)g(§, W) + g(Y, Z)n(X)g(&, W)
—9(0Y, Z)g(o X, W) + g(¢X, Z)g(pY, W)
+29(6 X, Y)g(6Z, W)Y,  VX,Y,Z,W € I(TM).

Se considera p € M si {ey,...,e, =&} o baza ortonormata a lui T,M si
{€nt1s -y €2m, €am+1} O baza ortonormata a lui Tle. Pentru X = 7 = ¢,
Y =W =ej, Vi,j € {1,...,n}, din ecuatia (25), avem ca

~ c+3
(26) }%(61‘7 €j7 €, ej) = 1
C _

—%41{—%n—U+3§éf@@£ﬁ}

(—n+n?)

ij=1
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Fie M C M(c) o subvarietate semioblicii, dim M = n = 2d; 4 2d, + 1. Vom
considera un reper ortonormat adaptat semioblic

1
€1, €2 = Pey, .., €2d,—-1, €2d; = 7P€2d1717 €2d,+1,
cos cos 6
€242 = PC2dy+15 -y €2d142ds—1, €2d142dy = PC2dy+2do—1,

€2d; +2dp+1 = &-

Avem

(pe1, Pey) = (Pey, Pey) = cosf

1
9(@561762):9@61»@})@1)

- Coseg COSQg

si analog

2(¢€, eir1) = 1 pentru i € {1,...,2d; — 1},
JAPELCH) = o520,  pentru i € {2dy +1,...,2d; + 2dy — 1} .

Relatia (26) implica ca

~ c+3 c—1

(27) R(ei,ej,ei,ej) = 1

(n* —n) + [6(dy + dy cos® §) — 2(n — 1)].

Notam cu N
10112 =Y g(h(ei, e;), hlei, e5)).
ij=1

Din relatia (27), avem

c+3 c—1

1 n(n—1)+ [6(dy + dy cos® §) — 2n + 2] = 27 — n?||H||* + || h|)?,

sau echivalent,

3 -1
2r =n?||H||* — ||h]]* + CZ n(n—1) + CT[6(CZ1 + dy cos® ) — 2n + 2].
Consideram

2

3
c=2r— " - -1
n—1
c—1 9
—— [6(dy + dg cos®0) — 2n + 2],
i obtinem

(28) 2| H| = (n— 1)(e + [|h]).
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Fiepe M, C T,M, dimm = 2, m ortogonal la . Consideram doua cazuri:
i) 7 este tangent la D;. Se poate presupune m = sp {ej,e2}. Consideram

Relatia (28) devine

() -omn{g B+

1=1 i,j=1r=n+1

H
En+1 =
H|

sau echivalent,

(29) (Zn:hié“):(n—l){i P+ 0 S 3 }

i=1 1=1 i1#£j r=n+21,j=1

Folosind lema 1, deducem din (29):

n  2m+41
2Ry R > D (h )P+ Y Y (h
1#£] i,j=1r=n+2

Din ecuatia lui Gauss pentru X = Z =e1, Y = W = €5, obtinem

c+3 ! c+3 1

K(m) = S84 > iy — (W] > S0 S ()2
r=n-+1 1]
n  2m—+1 2m+41 2m+1
T T \2
+ZZ DS S Wik — S (k)
t,j=1r=n+2 r=n+2 r=n-+1
C+3 1 . 2m+1 1 2m+1 . .
- Z h ) +’ Z Z 2 Z (R + h)?
z;éj r=n+21,j7>2 r=n-+2
+3 ¢
hn-l—l hn+1 > c <

sau echivalent,

c+3 ¢
K <
(m) > T T3
Atunci
-1
inf K —7 > 013_{0—‘8_3(712_”)4_0 [6(d1+d260820)—2n+2]}
=)y e

2(n—1)
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Ultima relatie implica

—2 2 3 1
mn e (7) = 7= 252 e DD

—~
o
|
~—

! [3(dy + dycos® ) — (n — 1)].

ii) 7 este tangent la D,. Se poate presupune ca m = sp {ey, ea2}.
Din ecuatia lui Gauss pentru X = Z =e¢e1, Y = W = e,, obtinem

C+3 1 2m+1 ,
K(r) = 0 +300529 1 —t Z (R} hby — (R75)]
r=n-+1
C+3 +1 n 2m-+l1
> +3os@T+Zh" +ZZ >
i#£j 1,j=1r=n+2
2m+1 2m—+1
roLT T \2
+ Z hiihoy — Z (hi2)
r=n-+2 r=n+1
3 2m+1
= CZ +3cos? 0 - T 72 h"Jrl Z Z
z;é] r=n+21,7>2
1 2m+l 1 ) c
+3 > (A + hh)? 4 D (A h"*)]+§
r=n-4+2 J>2
c+3 s, c—1 €
> 3 0 ——+-—
> + 3 cos 1 +2,
sau echivalent,
3 -1
K(7r)zcJr +3cos?0- 4 S

4 2
Atunci

3 —1 3
inf K —7 > CZ +300520-C4——{C; (n* —n)

[6(dy cos® 0 + dy) — 2n + 2]} -

c—1 n*(n — 2)

— | H|?.

Evident, ultima relatie implica

n—2[ n?
() —
min K(7) = 7 5 {n—l

(c=1)
4

s (c+3)(n+1)
*4}

c—1

[3(dy cos® 0 4 dy) — (n — 1)] + 3 - 1
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Aceste relatii reprezinta egalitatea ce trebuia demonstrata.
Cazul de egalitate intr-un punct p € M are loc daca si numai daca se obtine
egalitate in precedenta inegalitate si avem egalitate in lema 1
n+l . . ..
hij _07 Vz#y, 27j>27
hi; =0, Vi#j, 4,5>2, r=n+1,..,2m+]1,
hiy +hs, =0, Vr=n+2,.,2m+1,
it =hyt =0, Vj>2,

hﬂ+1 hn+1 hﬂ+1 R hn-i—l

Se poate alege {e1, e} astfel incat A5 = 0 si notam a = hf,, b = hi,,
p=nhi" = =h"" Adica operatorii Weingarten au forma dorita m
Corolarul 14. Fie M o CR subvarietate de contact n-dimensionald (6, = 0,

Oy = z) a unei forme spatiale Sasaki (2m + 1)-dimensionald M(c). Atunci,
avem;:

min K (r) = 7 " {n"_ 1P + W‘W}

G - Y13y +do) — (n+2)].

In particular, daci 8; = 6, = 6, pentru subvarietatea oblici, se deduce
teorema 1.

Corolarul 15. Fie M o subvarietate invariantd (n = 2k + 1)-dimensionald a
unei forme spatiale Sasaki (2m + 1)- dimensionala M(c).
Atunci avem:

(c+3)(n—2)(n+1) N (c—1)(n—="T7)
8 8 ’

o <

Corolarul 16. Fie M o subvarietate anti—mlam'antd n-dimensionald a unei
forme spatiale Sasaki (2m + 1)-dimensionala M (c).
Atunci, avem:

5 < n;?{nn_ HHH2+(0+3)ZETL+1)}_ (c—l)in—l).
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Capitolul 4
Margini ale curburii Ricci pe
subvarietati oblice

1 Inegalitati intre curbura Ricci si patratul
curburii medie

In aceast capitol, toate rezultatele apartin autorului si sunt demonstrate
in lucririle: Some inequalities for k— Ricci curvature of certain submanifolds
in Sasakian space forms, Global Analysis, Differential Geometry Lie Algebras,
Conference Applied Differential Geometry. General Relativity, BSG Proceed-
ings 10, Geometry Balkan Press (2004); Shape operator Ay for C-totally real
submanifolds in Sasakian space forms, Math. J. Toyama Univ. 26 (2003).

Chen stabileste o relatie optima intre curbura Ricci si patratul curburii
medii pentru subvarietati ale unei forme spatiale reale (a se vedea [4]).

Vom demonstra o inegalitate similara pentru subvarietati oblice, 2-oblice si
semioblice ale unei forme spatiale Sasaki.

Vom considera subvarietati M tangente la campul vectorial Reeb &.

Teorema 1. Fie M o subvarietate 0-oblica (n = 2k + 1)—dimensionald tan-
gentd la & a unei forme spatiale Sasaki (2m + 1)-dimensionala M(c). Atunci,
(¢) pentru fiecare vector unitar X € T,M ortogonal la £, avem

1 1
(1) Rie(X) < {(n —1)(e+3) + 5(3eo?0 —2)(c— 1) + n2HHH?} |
(i1) daca H(p) = 0, atunci un vector unitar X € T,M ortogonal la & satis-
face cazul de egalitate din (1) daca si numai daca X € N,

(791) cazul de egalitate din (1) are loc pentru toti vectorii unitari tangenti
ortogonali la & in p daca $i numar daca p este un punct total geodezic.

102
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Demonstratie. Fie X € T,M un vector unitar X in p, ortogonal la &.
Alegem o baza ortonormata ey, ...,e, = &, €,41, ..., €21 astfel incat eq, ..., e,
sunt tangenti la M in p, cu e; = X.

Atunci, din ecuatia lui Gauss, avem

3 —1
(2) n?||H|* =27 + ||h]]* — n(n — 1)C+ —[3(n —1)cos?0 — 2n + Q]C Y
Din (2), deducem
2m+1
3)  nH|* = 21+ Y [(h])* + (hy + -+ hy)* + 2D (h
r=n+1 1<j
2m+1
3
2y S Mk - — DT
r=n+12<i<j<n 4
—[3(n — 1) cos* 6 — 2n + 2] 1
1 2m+1 , ,
= 9r b0 > (B B (B By == )
r=n+1
2m+1 2m+1 13
S 5D DA EELD DD DR Y IO
r=n+11i<j r=n+12<i<j<n
-1
—[3(n — 1) cos?8 — 2n +2)< —
Din ecuatia lui Gauss, gasim
2m+1
I . c—1 c+3
Kij = Z [y — (P12)?] + 3cos? 0 - + 4
r=n+1
si, In consecinta,
e T L. (n_l)(n_2)c+3
2<i<j<n r=n+1 2<z<]<n
-1
+[3(n — 1) cos® @ — 3cos® 6§ — 2n—|—4]c T
Substituind (4) in (3), gasim
1 3 — 1
Sn?[H? = 2Rie (X) = 2(n - )2 _ (3c0s20 — 2)° -

care este echivalenta cu (1).
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(ii) Presupunem H(p) = 0. Egalitatea are loc in (1) daca gi numai daca

{th:...:h{n:O7
Y, =hhy+---+hl., re{n+1,..,2m}.

Atunci hj; = 0, pentru orice j € {1,...,n}, 7 € {n +1,...,2m}, adica X € N,
(iii) cazul de egalitate din (1) are loc pentru toti vectorii unitari tangenti
ortogonali la £ in p daca si numai daca

{h%:t), i#j, refn+l,.,2m},
A+ A, =20 =0, i€{l,..,n}, re{n+1,...2m}.

In acest caz, deoarece £ este tangent la M, rezulta ca un punct total ombilical
este si total geodezic m

Teorema 2. Fie M o subvarietate 2-oblica (n = 2dy + 2ds + 1)-dimensionala
tangentd la & a unei forme spatiale Sasaki (2m+1)-dimensionala M(C) Atunct,
(i) pentru fiecare vector unitar X € T,M ortogonal la &
a) daca X este tangent la Dy avem

(5)  Ric(X) < i {(n CD(c+3)+ ;(3@82 0, — 2)(c— 1) —|—n2||H||2}

respectiv
b) daca X este tangent la Dy avem

(6) Ric(X) < i{(n (e +3)+ ;(30032 By — 2)(c—1) +n2||H||2}.

(i7) daca H(p) = 0, atunci un vector unitar X € T,M ortogonal la & satis-
face cazul de egalitate din (5) sau (6) daca si numai daca X € N,,.

(731) cazul de egalitate din (5) si (6) are loc pentru toti vectorii unitari
tangenti ortogonali la & in p daca st numai daca p este un punct total geodezic.

Demonstratie. Fie X € T,M un vector unitar X in p, ortogonal la &.
Alegem o baza ortonormata e, ...,e, = &, €541, ..., €amy1 astfel incat eq, ..., e,
sunt tangenti la M in p, cu e; = X.

Atunci, din ecuatia lui Gauss, avem

c+3

4
—1
—[6(dy cos® 0y + dy cos® 0;) — 2n + Q]CT

(7) n*||H|* = 2r + |[A]]* = n(n — 1)
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Din (7), avem

2m+1
8) nlH|* = 2r+ 3 [(B)* + (hhy + -+ hy,)* + 2 (BE)°]
r=n+1 i<j
2m—+1 C+3

—2 Z Z h:zhgj n_l) 4

r=n+12<i<j<n

c—1

—[6(dy cos® 01 + dy cos® 0y) — 2n + 2]

2m—+1

1 r r T r T
= 27_+7 Z [<h11+"'+hnn>2+(hll_h22_..._hnn)2]

r=n+1

2m+1 2m—+1 c+3

B DD SATEES DD SR IO

r=n+11i<j r=n+12<i<j<n
—1
—[6(dy cos® O + dy cos® 0y) — 2n + Q]CT
Din ecuatia Gauss, gasim:
a) daca X este tangent la D;

2m+1 1 c43
Kij = Z [h;1h72n2 - <h7{2)2] + 3 cos” 0, - +

r=n+1
si, In consecinta,

(9) Z K, — mz Z h;h;’] T)] (n—l)Q(n—Z)cl—B

2<i<j<n r=n+12<i<j<n

+[6(dy cos® ) + dy cos® By) — 3cos® 0 — 2n + 4]

8
Substituind (9) in (8), deducem

3 -1
cr —(3008291—2)C T

1
5n2\|H\|2 > 2Ric (X) —2(n — 1)

care este echivalent cu (5).
b) Similar, daca X este tangent la Dy, avem

2m—+1 -1 + 3
Ki; = Z (W1 Ry — (B15)?] + 3 cos® O - - 4 +C 4

r=n+1

c—1
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si in consecinta

AN rir hr (n_l)(n_2)0+3
(UMD SN S Sl T LR
2<i<j<n r=n+12<i<j<n
1
+[6(dy cos® 01 + dy cos® 0) — 3 cos? By — 2n + 4] 8

Substituind (10) in (8), avem

3 -1
et — (3 cos? 02—2)04

1
5n2||H||2 > 2Ric (X) —2(n—1)

care este echivalent cu (6).
(ii) presupunem H(p) = 0. In (5) si (6) are loc egalitate daca si numai daca

{h71“2:'.':h1£n:07
iy =hby+---+h", re{n+1,..2m}.

Atunci hf; = 0, pentru orice j € {1,...,n}, 7 € {n +1,...,2m}, adica X € N,
(iii) cazul de egalitate in (5) sau (6) are loc pentru toti vectorii unitari
tangenti ortogonali la ¢ in p daca si numai daca

(1=, i#5 reint.am)
Ry +---+h —2h=0, i€{l,..,n}, re{n+1,..,2m}.

In acest caz, deoarece £ este tangent la M, rezulta ca un punct total ombilical
este total geodezic =

Teorema 3. Fie M o subvarietate semioblica (n = 2d;+2dy+1)—dimensionala
a unei forme spatiale Sasaki (2m + 1)-dimensionald M (c). Atunci,

(i) pentru fiecare vector unitar X € T,M ortogonal la &

a) daca X este tangent la Dy avem

(11) Ric (X) < i{(n—1)(c+3)—(c—1)—|—n2||H||2}

respectiv
b) daca X este tangent la Dy avem

(12) Ric(X) < i{(n (e +3)+ ;(300829 —9)(e—1) +n2||H||2}.

(i7) daca H(p) = 0, atunci un vector unitar X € T,M ortogonal la £ satis-
face cazul de egalitate in (11) sau (12) daca si numai daca X € N,,.
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(131) cazul de egalitate in (11) sau (12) are loc pentru toti vectorii unitari
tangenti ortogonal la & in p daca st numai daca p este un punct total geodezic.

Demonstratie. Fie X € T,M un vector unitar X in p, ortogonal la §.
Alegem o baza ortonormala ey, ...,e, = &, €,11, ..., €amy1 astfel incat ey, ..., e,
sunt tangenti la M in p, cu e; = X.

Atunci, din ecuatia lui Gauss, avem

c+3 c—1

(13) n?|H||* =27+ ||h|> = n(n—1) — [6(dy + da cos* 0) — 2n + 2]

4
Din (13), avem
2m—+1
(14) n?|[H|* = 27+ > ()" + (K + o+ hp, )2+ 2 (h
r=n+1 1<j

2m+1 ¢4 3
-2 Y > hphl;—n(n—1) n

r=n+12<i<j<n

-1
—[6(dy + dy cos* 0) — 2n + 2]C )
2m+1
= 27'—1-5 Z [(h§1+"'+hzn)2+<h7{1_hgz_“’_th)Q]
r=n+1
2m+1 2m+1 c13
PN S SIS Sl Dl 7 R
r=n+11i<j r=n+12<i<j<n
-1
—[6(dy + dy cos® 0) — 2n + 2]C Y
Din ecuatia lui Gauss, gasim:
a) daca X este tangent la D,
2m—+1 . . c+ 3
Kij= Y [Iihh — (h12)2]+T>
r=n+1
adica
e ryr hr (n_l)(n_2)c+3
(15) Z Kij = Z Z hzzh']] ) ] 9 4
2<i<j<n r=n+12<i<j<n
1
+[6(dy + dy cos® ) — 2n + 4] 3
Substituind (15) in (14), gasim
1 3 -1
S IHIP > 2Ric (X) - (n— )5 -
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care este echivalenta cu (11).
b) Similar daca X este tangent la Dy, avem

K= 3 Wikl - 050 + 3o S 14O
r=n+1
si
= ryr hr (n—l)(n—2)c—|—3
(16) Z Kij = Z Z huh]j ) ] 9 4
2<i<i<n r=n+12<i<j<n
—1
+16(dy + dy cos® ) — 3cos? O — 2n + 4]C T
Substituind (16) in (14), gasim
1 3 1
Sn2[H? = 2Rie (X) — 2(n — )2 Beos?0—2) ¢ -

care este echivalenta cu (12).

Demonstratia din (ii) si (iii) este similara cu cazurile corespunzatoare din
teorema 1. In acest caz, deoarece ¢ este tangent la M, avem ca un punct total
umbilical este total geodezic m

Corolarul 4. Fie M o subvarietate invariantd (n_= 2k + 1)-dimensionald a
unei forme spatiale Sasaki (2m + 1)-dimensionala M (c). Atunci:
(¢) pentru fiecare vector unitar X € T,M ortogonal la £, avem

(17) Ric(X)gi{(n—l)(c+3)+;(c—1)}.

(i7) un vector unitar X € T,M ortogonal la £ satisface cazul de egalitate in
(17) daca si numai daca X € N,,.

(i7i) cazul de egalitate in (17) are loc pentru tofi vectorii unitari tangenti
ortogonali la & in p daca st numar daca p este un punct total geodezic.

Corolarul 5. Fie M o subvarietate anti-invarianta (n = 2k + 1)-dimensionald
a unei forme spatiale Sasaki (2m + 1)-dimensionale M (c). Atunci:
(i) pentru fiecare vector unitar X € T,M ortogonal la &, avem

(18) Ric (X) < i{(n—l)(c—k?))—(c—1)+n2HHH2}.

(i1) daca H(p) = 0, atunci un vector unitar tangent X € T,M ortogonal la
€ satisface cazul de egalitate in (18) dacd si numai daca X € N,

(731) cazul de egalitate in (18) are loc pentru toti vectorii unitari tangenti
ortogonali la & in p daca $i numar daca p este un punct total geodezic.
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2 Inegalititi intre k-curbura Ricci si patratul
curburii medie

In aceastd sectiune, vom demonstra relatia intre k-curbura Ricci si patratul
curburii medii pentru subvarietati oblice, 2-oblice si semioblice ale unei forme
spatiale Sasaki.

Vom prezenta inegalitatea dintre curbura scalara i patratul curburii medie
pentru subvarietati tangente la &.

Teorema 6. Fie M o subvarietate §-oblica (n = 2k + 1)-dimensionald a unei

forme spatiale Sasaki (2m + 1)-dimensionald M(c). Atunci

(19 |H|? > n(fi - c+3_Bln-y) Cofnfn__zf)+ 2(c-1)

Demonstratie. Alegem o baza ortonormata {ey,...,e, =&, €11, .., €2mi1}
in p astfel incat e, este paralel cu vectorul curbura medie H(p) §i ey, ..., €,
diagonalizeaza operatorul Weingarten A, .. Atunci operatorii Weingarten au
urmatoarea forma

ag 0 --- 0
0 a .- 0
An+1: . 2
0 0 - a,

A, =(hl), i,j=1..,n r=n+2,..2m+1, traceA, => hl;=

=1

Din (2), avem

2m+1 n C—|—3
2|’HH2_27'+ZCL+ > > (R —n(n—1)
r=n+21,j=1 4
c—1
—[3(n —1)cos? 0 — 2n + 2] Y

Pe de alta parte, deoarece

O<Z —a] (n—1 Za —QZalaj,

1<j 1<j
obtinem

n2||H||2:<Z ) Za —|—22aza]<n2az,
=1

1<J



110 Capitolul 4

care implica
n
2
Sa?>n|H|P.
i=1

Deci, avem

3 -1
ot —[3(n—1)00820—2n+2]c4 :

n?|H||? > 27 +n|H|* —n(n — 1)

care este echivalent cu (19).
Fie {ey,...e5} 0 baza ortonormata a lui 7,M. Notam cu L;, ;, k-sectiunea
plana generata de e;,, ..., ;. Avem

1
(20) T(Lzllk) = 5 Z Ric Lij.. iy (61'),

i€{i1,00y0k }

(21) )=y S (L),

k
Cn—Q 1< <..<ip<n

Combinand (20) si (21), gasim
(22) r(p) 2 S

Din (20), (21) si (19), obtinem

Teorema 7. Se considera M o subvarictate 2-oblica (n = 2dy + 2dy + 1)-
dimensionala a unei forme spatiale Sasaki (2m+1)-dimensionale M(c). Atunci,
avem

27 c+3  [3(dicos® Oy + dycos®by) —n +1](c — 1)
n(n —1) 4 2n(n —1)

1H|* >

Demonstratie. Demonstratia este similara cu cea a teoremei 6 m

Teorema 8. Consideram M o subvarietate semioblica (n = 2d; + 2dy + 1)-
dimensionald a unei forme spatiale Sasaki (2m+1)-dimensionale M(c). Atunci

21 c+3  [3(di+dycos’f) —n+1](c—1)

171" > n(n —1) 4 2n(n —1)

Demonstratie. Demonstratia este similara cu cea corespunzatoare teoremei
6m
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Teorema 9. Fie M o subvarietate §-oblica (n = 2t + 1)—dimensionald a unei
forme spatiale Sasaki (2m + 1)-dimensionale M(c). Atunci, pentru orice intreg
k,2 <k <n, s orice punct p € M, avem

c+3 [B(n—1)cos?d —2n+2](c—1)
4 dn(n —1) '

|H|*(p) > Ox(p) —

Teorema 10. Fie M o subvarietate 2-oblica (n = 2d, +2dy + 1)—dimensionald
a unei forme spatiale Sasaki (2m+1)-dimensionale M(c). Atunci, pentru orice
intreg k, 2 < k <n, si orice punct p € M, avem

_c+3  [3(dicos’ O +dycos® ) —n+ 1](c— 1)
4 2n(n —1)

IH|*(p) > Ox(p)

Teorema 11. Fie M o subvarietate semioblica (n = 2d,+2dy+-1)-dimensionald
a unei forme spatiale Sasaki (2m+1)-dimensionale M (c). Atunci, pentru orice
intreg k, 2 < k <n, st orice punct p € M, avem

~c+3  [3(di+dycos’f) —n+1](c—1)

Corolarul 12. Fie M o subvarietate invarianta n-dimensionald a unei forme
spatiale Sasaki M (c). Atunci, pentru orice intreg k, 2 < k < n, gi orice punct
p e M, avem

0r(p) < CZB n c4n1.
Corolarul 13. Fie M o subvarietate anti-invarianta n-dimensionald a unei
forme spatiale Sasaki M(c). Atunci, pentru orice intreg k, 2 < k < n, i orice
punct p € M, avem

c+3 c¢c—1

1P (P) = Or(p) = — = + 5~

Corolarul 14. Fie M o CR subvarietate de contact n-dimensionala (6; = 0,
Oy = g) a unei forme spatiale Sasaki ]\7(0) Atunci, pentru orice intreg k,

2 <k <mn, siorice punct p € M, avem

_c+3 (Bdi—n+1)(c—1)

IHIP(p) > Ok(p) — —; 1)

unde 2d; = dim D;.
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Capitolul 5
Inegalitati asociate operatorului
Weingarten Ay pe subvarietati C-total
reale in forme spatiale Sasaki

1 Relatii optime intre curbura sectionala si
operatorul Weingarten

In aceast capitol, toate rezultatele apartin autorului si sunt demonstrate in
lucrarile: Some inequalities for k— Ricci curvature of certain submanifolds in
Sasakian space forms, Global Analysis, Differential Geometry Lie Algebras,
Conference Applied Differential Geometry. General Relativity, BSG Proceed-
ings 10, Geometry Balkan Press (2004); Shape operator Ay for C-totally real
submanifolds in Sasakian space forms, Math. J. Toyama Univ. 26 (2003).

B.Y. Chen stabileste o relatie optima intre curbura sectionala, K si opera-
torul Weingarten Ay pentru subvarietati in forme spatiale reale [3].

Demonstram o inegalitate similara pentru o subvarietate C-total reala M a
unei forme spatiale Sasaki M (c) cu curbura ¢ sectionala constanta c.

Teorema 1. Fie ©: M — M(c) o 1mersie izometrica a unei subvarietati C-
total reale n-dimensionald a unei forme spatiale Sasaki (2m + 1)-dimensionale
M(c) cu curbura ¢ sectionala constanta c. Daca exista un punct p € M §i un
numar b > Z(C + 3) astfel incat K > b in p, atunci operatorul Weingarten in

vectorul curbura medie H satisface

11
(1) A > 2 b—q(c+3)]-I, i p,
adica diferenta
n—1 1 .
Ap — [b—z(c—k?))}-]n in p,

113
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este pozitiv definita, unde I,, este functia identitate.

1
Demonstratie. Fie p € M si un numar b > Z(C + 3) astfel incat K > b in

p. Alegem o baza ortonormata {e,...,e, = &, €ni1, ..., Eamyi1 ; I p astfel incat
ens1 este paralel la vectorul curbura medie H(p) si ey, ..., e, diagonalizeaza
operatorul Weingarten A, ;. Atunci, operatorii Weingarten au forma

A,

a; 0 - 0
0 a --- 0
An+1: . o 2
0 0 - a,

= (hi;), 4,j=1,..n, r=n+2,..2m+1, traceA, = Zh; =0.

i=1

Pentru ¢ # 7, notam

(2)

U5 = a;aj.

Din ecuatia Gauss pentru X = Z =¢;, Y =W = ¢;, gasim

(3)

1 2m+1 )
ui; > b— Z(C"‘ 3) — Z [hllh}} — (hij)7]-

r=n-+2

u;; au urmatoarele proprietati:

—_

1
pentru orice ¢ € {1, ..., n} fixat, avem Y u;; > (n — 1) [b - i(c—l— 3)} ;
i#]

. uy; # 0, pentru ¢ # j;

Ujj Uik

. pentru 7,7,k € {1,...,n} distincti, a? = ——;

Ujk
Notam Sy, = {B C {1,...,n};|B| = k} si B = {1,...,n}\B, pentru orice

B € 5. Atunci, pentruun k, 1 < k < [Z], fixat si pentru fiecare B € S,

avem ., > uj > 0.
JEBteB

. pentru 4,7 € {1,...,n} distincti, u;; > 0,

pe care le demonstram in cele ce urmeaza.
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1. Din relatiile (2) si (3), avem:

Suy > (1) [b _ i(c+ 3)} _ Tf [h; (Z h;j) _ Z(hiﬁ]
£ ren+2 i i

= (n - 1)[b B zll(c"" 3)] - _”fSQ {h;(_h;) - ;(hijy]
(n—l)[b—4 c+3]—l— S S (hy)

r=n+2j=1
1
> (n—1) [b— 4(c+3)} >0,
= 0, pentru ¢ # j, atunci a; = 0 sau a; = 0.

n}, t #i. Avem » wu; =0, in
JF#

2. daca uy;
a; = 0 implicd uy = a;a, = 0, ¥Vt € {1,...,

contradictie cu 1.

3. uijuik _ aiajaiak _ a?.
Uk Q;Qp
4. Fie B={1,...,k} si B={k+1,...,n}. Atunci
1 2m—+1
> wi = kn—k) b 4<c+3>} =3 | h=h) = Ehy)?
JjEBteB r=n+2 j#i
2m+1
- Z Z Z hr hr )2] )
r=n+2 | j=1t=k+1
Fie {ej, ..., e, } 0 baza ortonormata. Obtinem
2m—+1 k n k
> Sz kn—h) -1 +3)]+ ¥ [T > () + (kY
r=n+2 |j=1t=k+ j=1

JjEBtcB

1
> k(n — k) [b— 4(c—|—3)] > 0.
5. Presupunem uy, < 0. Din 3, gasim uy;u;, < 0, pentru 1 < ¢ < n. Fara a
restrange generalizarea, se poate presupune

U < O,

W12, ooy Uil, W4 1)ny - U(n—1)n > 0,
UL(IH1)y -+ Uln, U2n;, ---
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Daca | = n—1, atunci uy, +ugy, +- - - +um—1)n < 0, care contrazice 1. Astfel,
[<n-—1.
Din 3, gasim:
Uit
unde 2 < i <[, [+1<t<n—1. Folosind (4) si (5), obtinem u; < 0, care
implica

l n -1

l
9D SRTEDS
l 1=21

i=1t=[+1

S

l n
i+ D> U+ > u <O0.
i—2

u
=l+1 t=Il+1

Aceasta contrazice 4.

Acum, ne reintoarcem la demonstratia teoremei 1. Din 5, avem ca aq, ..., a,
au acelagi semn. Presupunem a; > 0, Vj € {1,...,n}. Atunci

1
S u=ai(ar + -+ a,) —ai > (n—1) {b— 4(0%—3)} .
J#i
Din relatia precedenta si din (1), avem

—1 1
an|H|| > "= b= 1c+3)] =

2 Relatii optime intre k-curbura Ricci si
operatorul Weingarten

B.Y. Chen stabileste o relatie dintre k-curbura Ricci si operatorul Weingarten
pentru o subvarietate de codimensiune arbitrara. Vom demonstra inegalitatea

corespunzatoare pentru o subvarietate C-total reala M a unei forme spatiale
Sasaki M (c).

Teorema 2. Se considera x: M — M(c) o imersie 1zometrica a unet sub-
varietati C-total reale n-dimensionala intr-o forma spatiala Sasaki (2m + 1)-
dimensionald M (c) cu curbura ¢ sectionald constanti c. Fie O (p) un invariant
Chen. Atunci, pentru orice intreqg k, 2 < k < n, si orice punct p € M, avem:

i) daca ©k(p) # —(c+3), atunci operatorul Weingarten in vectorul curbura
medie H satisface
n—1

1
Or(p) — =(c+3)| - I, in p;

(6) AH > 1
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sau, diferenta

n—1

1 .
(7) A — Ok(p) — Z(C+3> -1, in p,
este pozitiv definita.

1
ii) dacd O(p) = Z(C +3), atunci Ag >0 in p;

iii) un vector unitar X € T,M satisface

n—1 1
®) AnX =" o) - 4(c+3)| X
1
daca si numai dacd O(p) = Z(C +3) si X € N(p);

n—1

Z"U) AH =

punct total geodezic.

1
Ok(p) — Z(c—i— 3)} - I, in p daca si numai dacd p este un

Demonstratie. i) Fie {ey, ...,e,} o baza ortonormata a lui 7,M. Notam cu
L;, i, k-sectiunea plana generata de e;,, ..., ;.. Este usor de vazut din definitie

9) T(Liy..i) = ; > Ricr,, ., (€:),

te{it, . ix }

(10) )= S (L),

k
Cn—2 1< <..<ip<n

Combinand (9) si (10), gasim

n(n—1)

(11) (p) 2 =

Ok(p).
Din ecuatia lui Gauss pentru X = Z = ¢;, Y = W = ¢;, prin sumare,

obtinem:
3
(12) P H|? = 27 + ) = n(n — )=

Alegem o baza ortonormala {ej, ...,e, =&, €441, ..., €amy1} In p astfel incat e, q
este paralel cu vectorul curbura medie H(p) i ey, ..., e, diagonalizeaza opera-
torul Weingarten A, 1.

Din (12), gasim

n 2m-+1 n 3
(13) nPH|? =21+ ai+ Y Z(hzj)Q—n(n—l)Cl_ .
=1

r=n+21,5=1
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Pe de alta parte, deoarece

0<Z a; —aj)* = (n—1) Za —QZala],

1<J 1<J

obtinem

n 2 n
21 = (Y] =32 T an <3
=1

=1 1<j

.

care implica
n

S a? > n|H].

Avem din (13)

3
W H|? 2 27+ nl HIP - n(n - 1),
sau, echivalent,
2T c+3
(14) 1H|* > - :
n(n —1) 4
Din (11) si (14), obtinem

c+3

IH1P(p) = ©x(p) — —

Aceasta arata ca H(p) = 0 daca si numai daca

c+ 3

Or(p) < 1

In consecinti, dacsd H (p) = 0, proprietatile i) si i) au loc. Adica, pastrand
generalitatea, se poate presupune H (p) # 0.
Din ecuatia lui Gauss, gasim

C+3 ey T hr
z hzzh]] )]

r=n-4+2

(15) a;Q; Z Kij

Cu (15), obtinem

+3 2m-+1 . .
- B Z Z hu hh ) ],

r=n+2 j=2

a1<ai2 +ot aik) = R‘iCLilmik (61) - (k - 1
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care implica

1 . c+3
(16) alaz+-+a) = 5 X R, ()= (0= 1)
Cn—? 2<i9<... <1 <n
2m+1 n

Gasim astfel

ozt a) 2 (0= 1) [O4p) - 7]
Atunci
(17) ar(ag + - +a,) = aj +ay(ag + -+ a,)
>t + (- 1) [0u(p) - 1]
> (- 1) [0utr) - 5.

Deoarece n |H|| = a; + - - - + ay, relatia de mai sus implica

n—1 c+3

Egalitatea nu poate avea loc in cazul in care H(p) # 0.
Afirmatia ii) este imediata.
i11) Fie X € T,M un vector unitar satisfacand (8). Din (17) si (16), rezulta
a; = 0 si respectiv hi; =0, Vj € {1,...,n}, r € {n+2,...,2m + 1}. Conditiile
de mai sus implica
c+3

4

Ok(p) =
si X € N(p).

Implicatia inversa este clara.
iv) Egalitatea (8) are loc pentru orice X € T,M daca si numai daca
N(p) = T,M, adica p este un punct total geodezic u
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Capitolul 6
Curbura scalara pentru subvarietati
(C-total reale in forme spatiale Sasaki

1 Functii eliptice Jacobi

In aceast capitol, toate rezultatele apartin autorului si sunt demonstrate in
lucrarile:  Scalar curvature of C-totally real submanifolds in Sasakian space
forms, Differential Geometry-Dynamical Systems, Vol. 4, No. 1 (2002), 5-
11; C-totally real submanifolds of R* ™! satisfying a certain inequality, Balkan
J. Geom. Appl. 7, No.1 (2002), 55-62.

Vom reaminti pe scurt cateva rezultate cunoscute privind functiile eliptice
Jacobi pentru a le folosi mai tarziu [2].

Punem

. dt
o ‘T /o JA— )1 k22)

1 dt
h= /o JA— )1 k22)

unde z §i k satisfac 0 < k < 1, =1 < z < 1. Ecuatia (1) defineste u ca o
functie para, crescatoare de la 0 la K, iar x este pozitiva, crescatoare de la 0 la
1. Reciproc, aceeasi ecuatie defineste x ca o functie para de u, crescatoare de
la 0 la 1, iar u crescatoare de la 0 la K; aceasta functia este cunoscuta ca fiind
functia eliptica Jacobi, notata prin sn(u, k) (sau mai simplu prin sn(u)), deci
putem considera
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Alte doua functii Jacobi principale cn(u, k) si dn(u, k) (notate cu sn(u) si
respectiv dn(u)) sunt definite prin

en(u) = /1 —sn?(u), dn(u) =4/1— k?sn?(u).

Fie ¥ = /1 — k? modulul complementar. Atunci dn(u) > k" > 0.

Remarca. Fie a > 1. Consideram

a? —1 a?—1
o= —F=—cnlar,—F—|.
. /2 /2

Notam cu P} produsul warped Ix,, gt (

) cu functia warped i, pentru

n >3 st P? produsul warped I X, R.

Tensorul metric g pe P} este dat de

g9 = da® + pggo,
unde x este coordonata canonica a lui I si gy este tensorul metric standard pe

CL4 -1 4
Sl sau respectiv R. Deoarece S™ 1

1 — este conform plata,
exista un sistem local de coordonate {us, ..., u,} astfel incat tensorul metric go
este dat de

go = E*(dud + du3 + - - - + du?).

Cand n = 2, se poate alege 2 = 1. Deci, tensorul metric al lui P} este dat de
g =da* + piE*(dus + duj + - - - + du?).

Fie

0 1 0 1 0
— €y = —_— €n — .
or’ Eu, 0uy” 7 Eu, 0u,

Atunci {ey,...,e,} formeazd un reper ortonormat pe PP.

€1 —

Se defineste o functie simetrica biliniara o: TP}’ x TP}’ — TP, prin
(2) o(er,e1) = 3paer,  oler,e;) = o(ei,e1) = pqei,
a(ei,ej) = ,-j,uael, Z,j :2,...,7’L.
In aceste conditi, 9(0(X,Y), Z) este liniara si total simetrica in X, Y, Z.

Exista atunci o imersie izometrica C-total reald p,: P — S***1 a cdrei
forma a doua fundamentala este data de h = po, unde o se defineste prin (2).
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Aplicand ecuatia lui Gauss si (2), obtinem cazul de egalitate pentru imersia
izometrica C-total reala.

Un camp ortonormat ey, ..., €,, €14, ..., €ns, €2,41 S€ NUMeste reper vectorial
adaptat daca ey, ..., e, sunt campuri vectoriale ortonormate tangente si €14, ..., €,
campuri normale vectoriale date de

€1x = Yeq, ceny Enx = PEn, €on+1 = f

2 Optimizari de curburi pentru
subvarietati C'-total reale

Teorema 1. Daca M™ este o subvarietate C-total reald a unei forme spatiale
Sasaki M*""'(c), atunci curbura medie ||H|| $i curbura scalard T ale lui M
satisfac

) I > 2 — (2) ()

Mai mult, egalitatea are loc daca si numar daca, in raport cu un reper adap-
tat €1, ..., €n,y €1u; ovy €nx, €241 CU €15 paralel la H, forma a doua fundamentala
a lui M™ in M*"T(c) are urmdtoarea formd:

hei,e1) = 3Xers, h(ea,ea) =+ = h(en, €,) = e,
h(elvej):)‘ej*v h(ej>ek):()a2§j7ék§na
h’(eiaf) = €ix, h(ezﬂg) = —6€4,

cu A € C®°(M).

Demonstragie. Fie M™ o subvarietate C-total reala a unei forme spatiale
Sasaki M *1(c) si {e1, ..., €n, €1us oy Enss €2ng1 = €} un reper local adaptat pe
M™. Consideram h%;, = (h(e;, ex), €i.). Din

AoxY = —oh(X,Y) = Ay X, VXY e (TM), X,Y L¢,

rezulta

w=hp =hi, 5 k=1,.,n

Din definitia functiei curbura medie, avem

. 2 . .
n?(|H|* =3 (Z (h;.j) +23 Rl ;k) .
i j j<k



124 Capitolul 6

Din ecuatia lui Gauss, avem

3 3

2 = nn - DL 0 ) B = - 1)

+n? [H|P = 3 (ki)
ij,k=1
Astfel, aplicand relatiile precedente, obtinem
nn—1)c+3 : i \2 i \2
T= +3 3 h hkk—z(hﬂ) -3y (hjk) .

i g<k 1] 1<j<k

n—+2

Fiem =

. Atunci, gasim
n—1

) 9 c+3

W IHI = m (20 = n(n - 1))

—Z( )+ 1+2m)§(h§j) +6mlzk(h§k)
=2(m —1) 3> hjhi

i j<k
= S0 (h) +om S (W) + (m =103 (B = hiy)’
i i<j<k i j<k
+(1+2m—(n_2)<m—1))z(h;.j) —2(m —1) > hi ki,
J#i J#i
—6m Y (W) +(m—1) X 3 (W —hiy)
i<j<k i#j.k j<k
+ni12{hﬁi—(n—l)(m—l)hzjr20

J#i
care implica inegalitatea (3). Se vede ca egalitatea din (3) are loc daca si
numai daca h!, = Shzj, h;k = 0, pentru ¢, 7, k distincti. In particular, daca
alegem ey, ..., e, astfel incat pe; sa fie paralel cu vectorul curbura medie H,
avem de asemenea ca hik =0pentruj>1,k=1,...nn=

Teorema 2. Fie i: M™ — S*"*1 o imersie izometricd C-total reald satisfacand
cazul de egalitate

) |H|? = jﬁgf_?f (R,

In acest caz, M este subvarietate total geodezica, local izometrica cu spatiul
proiectiv real RP™(1); sau multimea U de puncte non-total geodezice ale lui

n
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M este o submultime densa a lui M, U fiind o mulfime deschisa a lui P} cu
a > 1. Imersia i, datd de p,, este modulo o izometrie a lui S****.

Demonstratie. Se observi din teorema 1, ¢ ¢ = nn — 22 ||H||*> = A2 este o
functie bine-definita pe M.

Daca ¢ este identic nula, atunci M este o subvarietate total geodezica a
lui M 2nt1(¢). Deci, pentru simplitate, se poate presupune ci M este non-total
geodezica, adica ¢ # 0. Astfel, U= {p e M | ¢(p) # 0} este o submultime
deschisa nevida din M.

Cu w!,...,w" notam 1-formele duale ale reperului ey, ...,e, si prin (wg),
A, B=1,..,n,1x%,..n%,2n+ 1, notam formele de conexiune pe M definita prin

n n
VUo. — J . J*
Ve, =) wliej+) wlhej,
i=1 =1
—~ n . n .
_ J J* P
Ve, = Zwi*ej + sz‘* e, 1=1,..,m,
Jj=1 Jj=1

Jx __ 1%
= —wW'.

J* N
Pentru o subvarietate C-total reald M™ a unei forme spatiale Sasaki M?"1(¢),

avel

J i
unde w; = —wj, w;,

n
ik J* Jo_ g% % ik
wit =W, Wi =Wy, W —Zhjkw.
k=1
Gasim
(5) wi* =3\ W=, WwF =Mt W =0, 2<i#j<n

7

Prin aplicarea ecuatiei lui Codazzi, obtinem
(6) erd = Mwi(ey) = = Ml(e,), ed=--=e\=0,
wl(er) =0, 1<j#k<n.
Din precedenta formula, rezulta
(7) wl =ey(InNw’, j=2,.,n.

Cu D notam distributia generata prin ¢ H si cu D+ notam distributia com-
plementara ortogonald a lui D pe U. Atunci D si D+ sunt generate de {pH} si
respectiv {ej, ..., ep}.

Lema 3. Pe U avem
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1. curbele integrale ale lui pH (sau, echivalent ale lui ey) sunt geodezice pe
M}

2. distributiile D si D+ sunt integrabile,

3. exista un sistem local de coordonate {xy,...,x,} astfel incat:

0 0 0
a) D este generatd de { — ¢ si Dt este generatd de { —, ..., — ¢,
8l’ 81’2 8xn
b) e = — , w! =dx,
) e Ox .
c) tensorul metric g are forma g = dz* + Z girdx;dxy, cu x = x4,
jik=2

4. X este o functie de x care satisface:

d*\ N
(8) dx2+2>\ +A=0.

Demonstratia lemei. Relatia (7) si ecuatiile de structura Cartan implica
dw! = 05i V., e; =0, adica, curbele integrale ale lui e; sunt geodezice. Aceasta
demonstreaza proprietatea 1.

Pentru orice j,k > 1, (5) implica ([e;, ex], e1) = wj(e;) — wj(er) = 0 care
arata ca distributia D+ este integrabild. Integrabilitatea din D este evidenta,
deoarece D este o distributie 1-dimensionala. Aceasta demonstreaza 2.

Deoarece distributia D este 1-dimensionala, exista un sistem local de coor-

o J - . : VR
donate {1, ..., y, } astfel incat e; = e Intrucat D+ este integrabila, exista de
Y1

) . 0
asemenea un sistem local de coordonate {z1, ..., z, } astfel incat { —, ..., —
029 0z,

genereaza D+. Punem
1 =Y, Tog =29, ..., Tp = Zn.

Atunci, {z1,...,x,} este un sistem local de coordonate, care satisface conditjiile
date de 3.

Din (6) si proprietatea 3, se vede ca functia A depinde numai de z (= z1);
astfel A = A(z). Cu X si ) notam derivata de ordinul intai si doi a lui A
in raport cu z. Calculand diferentiala exteriora din (7) si folosind (5), (7) si
ecuatiile de structura Cartan, gasim

(InA)” 4+ (InA\)? = —1 —2)\?

care este echivalenta cu 4.
Astfel am demonstrat lema 3.



Curbura scalara pentru subvarietati C'-total reale 127

Revenim la demonstratia teoremei 2. Referindu-ne la [4], solutia ecuatiei

(8) este
2_ 1 2]
)\:a\/ﬁ cn(aw+b, a\/ﬁ >,

unde a, b sunt constante, cu a > 1.
Teorema de rigiditate pentru imersii C-total reale din S?"*! incheie demon-
stratia teoremei 2 m
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Capitolul 7
Extreme cu legaturi
pe forme spatiale Sasaki

1 Extremele formelor patratice de curbura ale
unei forme spatiale Sasaki

Reamintim o teorema arhicunoscuta, dar necesara studiului nostru:

m
Teorema 1. Valorile critice ale restrictiei formei patratice f(x) = > a;jzx;
ij=1
la sfera a3+ ... + 22, = 1 sunt valorile proprii ale matricei A = (a;;).
Demonstratie.  Un punct x de pe sfera unitate este punct critic pentru
restrictia functiei f daca si numai daca exista A € R astfel incat

V('zAz) = AV ('zz),

adica Axr = \x, ceea ce ne arata ca punctele critice sunt de fapt vectorii proprii
ortonormati ai matricei A. Daca stim versorul propriu z, atunci inmultind cu
tx gasim valoarea proprie ‘zAx = Moz = \a

In consecintd, numerele min{*zAz | ‘zz = 1}, max{’zAz | 'zz = 1} sunt
respectiv cea mai mica si cea mai mare dintre valorile proprii ale matricei A.

Tensorul de curburd R(X,Y, Z, W) al unei varietdti Riemanniene (]\7 2mtl )
induce un operator liniar simetric de curbura R : A?>(M) — A?(M) si o forma

patratica de curburd @Q : A%2(M) x A*(M) — R,
QIXAY)=R(XAY,XANY)=2R(X,Y,X,Y)

Cum )
(X ANY)AE = 5(XAYB — XBy 4,

128
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avem
- 1~ 1~
Rapep(X ANY)P = §RABCDXCYD — §RABCDXDYC
1~ 1~
= §RABC’DXCYD + §RABCDXCYD
= RupepXCYP.

In cazul unei forme spatiale Sasaki M (c) tensorul de curbura are expresia

~ 3
(1) REY.ZW) =
C_

{=9(Y, 2)g(X, W) + g(X, Z)g(Y, W)}
1

+— {=n(XOn(2)g(Y, W) +n(Y)n(Z2)g(X, W)

—9(X, Z)n(Y)g(§&, W) + g(Y, Z)n(X)g(§, W)
+29(0X,Y)g(0Z, W)}, VX,Y,Z,W e I(TM).

Ne propunem sa gasim:

a) valorile proprii si vectorii proprii ale operatorului é;

b) extremele formei patratice de curbura Q.

Consideram un reperde forma {X,, Xz, £}, unde {X,, Xz, Xom1 = &}
a = 1,...,n, sunt vectorii proprii ortonormati ai lui ¢. Acestia corespund la
valorile proprii +¢ (multiple de ordinul m) si 0 (simpla):

(ﬁABXf = ponAa
unde p? = —1, a € {a,a}, p45E8 = 0. Rezultd
GapX X5 = pdag,  naXi =0

Sa aratam ca vectorii proprii ai operatorului de curbura sunt de tipul X4 A Xp,
unde A si B iau respectiv valorile a, @, 2m + 1.
Metrica riemanniana g4 pe M(c) induce metrica riemanniana

1

Gapcp = §(QACQBD — gADpYBC)

pe A?(M). Daca {X,, Xz, Xomi1 = £} sunt ortonormati in raport cu g, atunci
X4 A Xp sunt ortonormati in raport cu G agcp-

Vom gasi valorile proprii ale operatorului simetric R intrucat combinatiile
de forma X4 A Xp, unde A si B, iau valori din multimea {a,@,2m + 1}, se
dovedesc a fi vectori proprii.
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Componentele locale ale tensorului de curburd R sunt

c+3 c—
1 {=9Bc9ap + gacygsp} + 1

—gAcNBND + 9BcNAND — PcBPpA + GcadpB + 20540DC }

~ 1
(2)  Rapep = {—=nancgsp + NENcgap

unde ¢ap = gradp.
1. Pentru X, A X3, din (2) deducem:

~ c+3 1
(3) Rapop(Xa A Xp)9P = 1 {_gBC’gADi(XaCXbD - X7XP)
1
+9AchD§(XfXéD - Xy X2)}
c—1 1 ocvp C v D
4 {_UAﬁOQBD§(Xa Xy — Xy X, )

1
+7737709AD§(X@CX1? - XbCXf)

1
_gACUBnD§(XaCXbD - XbCX¢?>

_|_

+gBC77A77D;(XaCXbD - Xy X7)
~Genopaz(XEXP - XEXP)
+¢C’A¢DB;(XaCXbD - Xy X7)
+2¢BA¢DC;(XEX£ - Xy X))}

Dupa efectuarea calculelor, gasim

~ c+3
(4) Rapep(Xa A Xp)°P = 5 {—=XuBXpa + XopXaa + XoaXop — XpaXup}
c—1
+ 5 {—0*XapXoa + p*XppXaa + p° XaaXpp
_pQXbAXaB}v

de unde
Rapep(Xa A Xp) P = (XoaXos — XpaXan) = Gapen(Xq A X)L
2. Combinatia X, A ¢ si (2) produce:

(5) Rapep(Xa A E)CP = et {_QBCQADl (XaCfD - Xffc)

4 2
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Calculele conduc la

(6)

EABCD(XGL A f)CD

+9ACQBD; (XffD - Xffc>}

c—1 L /oo D¢C
+— {—UAUCgBDQ(Xaf —Xa§>

+77B7709AD; (x5¢P - xP¢0)
_gACanD; (xFeP - xPe9)
+gBC7]A77D; (x5 —xP¢%)
~donbpay (X$E7 - XPEC)

+¢CA¢DB; (XaCfD - Xffc>

+20m0p05 (X067 - xPe0) ).

—NpXaa +14Xap = Gapop(Xa A EP.

3. Similar, pentru Xz A £, din 2 gasim:

EABCD (Xz A f)CD

c+3 L /scen D¢C
4 {_QBCQAD2 (Xag — X3¢ )

+ } XC D—XD C
gACgBD2( 55 55 )

c—1 1 C¢D D C
+ 1 {—UAUCQBDQ(Xaf —X55>

1
+77377ch/3§ (XaCfD — ngc)

_gACUBnD; (Xach - Xanc)

1
+tgpenanns; (xfeP — xPe)

—¢cBPpag (Xach - Xéjfc)
tocadpng (XEE7 - XPe0)
+20m0p0 (X067 - xPeC) )

— M| =
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si in final

~ 1
Rapep(Xa AP = 5(6 + 1)(—ngXaa + 1aXzB)

1
— 5(c + 1)Gapep(Xa A €)CP.

4. Combinatia Xz A X, folosita in (2), conduce la

~ c+3 1
(7)  Rapop (Xa A X)" = {_gBCQAD (XECXI)D - XbCXaD>

4 2

1
+9ACQBD§ (XECXbD - XbCXaD)}

c—1 1 CyvD CvD
+ 4 {_nAnCQBD2 (Xa Xb - Xb Xg)

1
+7737709AD§ (XaCXz? - XbCXé))

1
_gACanD§ (XaCXz? - XbOXED)

1
TYBonNAND (XECX&‘P - Xché))

_¢CB¢DA; (XECX,P - XbCXED)
+¢CA¢DB§ (XECXZD - Xz,CXéD)
+2¢BA¢DC; (XECXIP - X,,CXQD)} .
Deducem
Rapep(Xa N Xy)7P = ;(C +1)(XaaXop — XapXpa)
= ;(C + 1)Gapop(Xa A X3)P.

5. Similar, pentru Xz A X; avem

- c+3 1
(8)  Rapep(Xa A Xp)P = 1 {_gBCgAD2 (XaCXgD - chXg)
1
+9ACQBD§ (XngD — XbCXf)}
c—1

1
+E {namegnny (XEXP - XEXP)

4
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+anchD; (XxP — XExP)
—gAannD; (XXP — xCxP)
—H}BC77A77D; (XExP — xEXP)
_¢CB¢DA;< XEXP — XEXP)
Fooasny (XEXP - XEXP)
- 2¢BA¢DC; (xExP - Xchf)}.

Gasim
RABCD(XE/\XE)CD = (Xaa X5 — XapX;,) = Gapep(Xa A X3)“P
In aceste conditii, valorile proprii ale operatorului R sunt A = 1 pentru
vectorii proprii X, A Xi, X, AE, Xz A X5 (valoare proprie multipla de ordinul
: +1 . e .
m?) si A = CT pentru Xz A X,, Xz A€ (valoare proprie multipla de ordinul
m? +m

2 )

Deoarece vectorii proprii X4 A X sunt ortonormati, deducem

)\min S R(XA A XBaXA A XB) S )\max

sau, echivalent,
/\min ot )\max
5 SR(XA,XB,XA,XB)§—2 :

Discutand dupa valorile lui ¢, gasim:
a) pentru ¢ < 1, avem

c+1

9 )\max = 1;

)\min =

b) pentru ¢ > 1, avem

c+1

)\min - ]-) )\max = 9

Sumand, obtinem marginile curburii scalare

1 2m+1
a) i(m2+m)(2m+1 < > R(X 4, Xp, X4, Xp) <m?(©2m+ 1)
AB=1
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si respectiv

2m+1 1
b) m?@m+1)°< S R(Xa Xp, Xa, Xp) < “4‘(m2 +m) (2m +1)2.
A,B=1

In consecinta, am demonstrat

Teorema 2. 1) Operatorul de curburd al unei forme spatiale Sasaki M* 1 (c)
are valorile proprii reale A = 1 pentru vectorit propris Xo A Xy, XoNE, XgN X5

1
(valoare proprie multipld de ordinul m?) si A = C_IQ— pentru Xz A Xy, Xg A&

m?+m

(valoare proprie multipla de ordinul ).
2) Extremele formelor patratice de curbura E(XA, Xp, Xa, Xp) sunt: Apin =
1 1
c—|2— s Amax = 1 pentru ¢ < 1§t Apin = 1, Apax = et pentru ¢ > 1.
c+1

3) Marginile curburii scalare sunt m? (2m + 1)* gi (m%4m) (2m +1)°.

2 Extremele formelor patratice de curbura
ale unei subvarietati oblice n-dimensionale
intr-o forma spatiala Sasaki
(2m + 1)-dimensionala

Fie M (¢) o forma spatiala Sasaki de dimensiune 2m + 1 si M o subvarietate

oblicad de dimensiune n. Daca X,Y, Z, W sunt campuri vectoriale tangente la
M, atunci tensorul de curbura al formei spatiale Sasaki M(c) are restrictia

RX,Y,Z,W) = 023
FE e (XOn(2)g(Y, W) + (Y In(Z)g(X, )

—9(X, Z)n(Y)g(§, W) + g(Y, Z)n(X)g(§, W)
+29(¢ X, Y)g(6Z, W)Y, VX,Y,Z,W € [(TM).

{—g(Y7 Z)g(X’ W) +g(X7 Z)g(Y> W)}

Folosim ecuatia lui Gauss

R(X,Y,Z,W) = R(X,Y,Z,W) — g(h(X, W), (Y, Z)) + g(h(X, Z), h(Y,W)).
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Formele fundamentale vectoriale de al doilea tip

2m+1 2m—+1
MX, W)= > BNX, W) s hY.2)= > h(Y.Z)&s
T=n+1 S=n+1

conduc la
2m+1 2m+1
g(WMX, W), (Y, Z2) =g | > > WX, W)R(Y, Z)érés | -
T=n+1S=n+1

Deoarece g(&r,&s) = drg, rezulta

2m—+1

g(h(X, W), MY, Z)) = > h'(X,W)h'(Y,Z).
y—
In aceste conditii,
(9) R(X,Y,Z,W) = R(X,Y,Z, W)
+ Qmil [RT(X, Z)hT (Y, W) — kT (X, W)RT (Y, Z)).
f

Fie {ey, ..., e, } un reper ortonormat in 7, M si {€41, ..., €2m, €2m+1} UL Teper
ortonormat in TPLM . Construim 2-planele

1
I} = 2(6 ef —efel).

Multimea {II}{} este ortonormata intrucat
G HquTs—155 3i10 =1,2 L, 7, k0 =1,2
pqrs - 5( k50 — Uil ]k)a p,qr.s=1L14..,1n, ,]Kt=14..,N

Consideram formele patratice de curbura

Pij = qurs HquTS

177

unde i < j (pentru i,j fixate, curbura scalara determinata de planul ortonormat
IT}}), si cautam extremele lor cu restrictia

0ii0,j

G rs HquTS = )
pq 2

care este o consecinta a conditiei de ortonormare.
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Aplicand teorema 1, exista )\;; astfel incat
Vpij = AijV (G pgrsITFIL).
Gradientul V(G IT/T1}?) are componentele (derivate partiale)

Opij
8H}g;’

= Riyqrs I35 (6067 — 6967) (65 6% — 6t6%)
rs/ sk gl [ ¢k
= 2R 1155 (07 05 — 0305 ).

Sa aratam ca reperul {ey, ..., e, = £} alui T,M si {ent1, ..., €2m, €2m+1} a lui
T pLM , folosit in teorema 1, din capitolul 3, produce 2-planele ce sunt solutii ale
sistemului ce da punctele critice ale functiilor Lagrange

s 1
Lij = pij — Ay (GPQT’SHZ'IHZ’]' - 25z‘z‘5jj> 7

adica A;; sunt valorile proprii ale operatorului de curbura.
Contributia lui R la curbura scalara determinata de planele ortonormate

IT7Y, se reduce la formele patratice

~ _ D PATTTS
Pij = qursHij Hij'
Prin derivare, gasim
Ipi;
uv

D rs( sk ¢l 1 sk
= 2Ry I3 (5551 — 516%).

Expresia lui RuwsH{j, este

c+3 c—1
1 [—viGuj + GuiGu;] + e [=1uNiGuj + MM Gu;

_guinvnj + gvinunj - (biv(bju + ¢iu¢jv + 2¢vu¢jl]}

c+3 c—1
{ 4 [_gviguj + guigvj] + T [_nunzgv] + nvnjguj

—GuiTi + gvinunj - ¢iv¢ju + ¢iu¢jv + 2¢vu¢jz]}

Ruvrs HZJS = {

Pe reperul ales, Ry 1175 este

3 —1

CZ —1—04 cos? 0, pentru =1, j=2, u=1, v=2;
3 -1

_o —i—c 3cos’d, pentru i=1,j=2 u=2, v=1;

4 4
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c—1

2
c—1

cos® 4,

cos> 0,

c—1

2
c—1

cos®#,

cos> 0,

0,
c+3 c¢—1
_’_7

c+3 c¢c—1
+

c+3+c—1
4 4
c+3 c¢—1

4+4

cux=3,n—1.

cos? 6,

3cos? 4,

pentru

pentru

pentru
pentru
pentru
pentru
pentru

pentru

pentru
pentru
pentru
pentru
pentru
pentru

pentru

pentru

pentru

t=n—1,7=n u=n—1 v=mn;

t1=n—1,7=n, u=n, v=n-—1,

137
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Ramane sa analizam contributia formelor patratice
2m+1

Dy = (hy.hg, — by bl IPILTS.
T=n-+1
Pentru aceasta avem
a 2m+1
C]Jiz = =2 Z hzshz;r - hgvhz;)nrs(ékél - 5l6k)
7 aH T=n-+1
Pe de alta parte,
2m+41 2m+1
2 Z hgsh;l;r - hfvhz;)HTS = Z (hgshgr - hfvhfs)
T=n+1 T=n+1
In consecinta,
kl glan kgl I sk
T 1T T 1. T r_s
Cum] - TZ (hushvr - huvhrs)<5i 5]' - 6153 )€i €;
=n-+1

Pentru problematica noastra, vom considera coeficientul lui C’fffw, adica

2m—+1 2m—+1

Cum’j: Z (hgshfr_hgvhgs> €;€; = Z (hzjjjjhfz hgvh£>
T=n+1 T=n+1
Altfel scris,
2m+1
Cuvig = (hyf "Wyt = B hit) + 37 (haghug — hay i)
T=n+2

Folosindu-ne de reperul din demonstratia teoremei 1 din capitolul 3 si cu
v =3,n—1, gasim (hp ' hitt — RIS egal cu

0, pentru =1, j=2, u=1, v=2;
—hEREY pentru i=1, j=2, u=2, v=1,

0, pentru =1, j =2, u=3, v=4;

0, pentru 1=1, j =2, u=4, v=3;

0, pentru 1=1, j=2, u=n,v=n—1;

0, pentru =1, =2, u=n—1,v=mn;

0, pentru =1, j ==z, u,v;

0, pentru =1, j=n, u=1,v=mn;

R pentru i=1, j=n, u=n, v=1;



Extreme cu legatur: pe forme spatiale Sasaki 139

—h"HRE S pentru i=1, j=n, u=n, v=n;
0, pentru =3, j=4, u=3, v=4
R R pentru =3, j=4, u=4, v=3;
0, pentru =3, j=x, u=3, v=u;
R paAt pentru i=3, j=x, u=x, v=3;
0, pentru =3, =n,u=3,v=n;
Rt pentru i=3, j=n, u=n, v=3;
—hMH R pentru i=3, j=n, u=n, v=n;
0, pentru t=n—1, j=n, u=n—1, v=mn;
PRI ) pentru i=n-—1, j=n, u=n, v=n—1.

Pe de alta parte, tot din demonstratia teoremei 1 din capitolul 3, avem
a=hytb = sip =0t = =k unde r = n41,...,2m + 1. In
consecinta, componentele precedente sunt combinatii de produse formate din

a,bsi .

Observatie. Vom calcula valorile proprii ale submatricei ( Z}"l hli,, ) , unde
12 —hn

r=n-+2..,2m+ 1. Avem

hiy = A" hi —0
12 —hy = A ’
adica (A")* = (hf;)* + (hf,)?, cu solutiile A} , = i\/ + (h%y)2. Evident

AL Ap = —[(h1y)" + (B,)°].

Intorcandu-ne la demonstratia noastra, vom calcula similar termenii

2m+1
T ;T T . T
Fum’j = Z (hughvz huvhU)
T=n+2
Daca hl, = —hL,, obtinem
0, pentru =1 7=2 u=1, v=2,
2m—+1
Fuig =4 = > [(hiy)* + (h1p)?], pentru i=1, j=2, u=2 v=1,
T=n+2

0, pentru toate combinatiile ¢ < j, u, v.
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Rezulta ca II}}, k < [ sunt vectori proprii cu valorile proprii, \;; obtinute
prin insumarea datelor corespondente din tabelele anterioare date prin aco-
lade. Valorile proprii \;; se pot calcula tinand cont de Teorema 1. intr—adevér,
cunoasterea vectorului propriu II}}Y, k£ < [, impune

OD;; Opij ruv _  9Fis
OITuY O kl. = Mg oI
kl kl kl

My + =0,

(cu sumare dupa u, v si k <), unde
s 1

Concluzionam ca \;; este

3 -1
et +C cos? 0, pentrui=1, j=2, u=1, v=2
4 4
w, pentrui=1, =2, u=2, v=1
c—1 . .
cos” 6, pentrui=1, =2, u=3, v=4
c—1 . .
cos” 0, pentrui=1, j=2, u=4, v=3
c—1 . .
cos“ 0, pentrut =1, =2, u=n, v=n—1
c—1 . .
5 cos” 0, pentrut=1, =2, u=n—1, v=n
0, pentruz =1, j =x,u,v
3 -1
cl— C4 , pentrut=1, j=n, u=1, v=n
+3 —1 . .
— —C4 04, pentrut=1, j=n, u=n, v=1
c—1 . .
—ap + 1 pentrui=1, j=n, u=n, v=n
+3 —1 . .
C4 —1—04 cos® 4, pentrut=3,j =4, u=3,v=4
3 -1
,u2—c+ —i—c 3cos’d, pentrui=3,j=4,u=4v=3

4 4
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+3 : .
04 , pentrui =3, =z, u=3, v==x
3
_MQ_CZ ) pentru:=3, j=z, u=x, v=3
3 —1
c—ll— +c4 ) pentrui =3, j=n, u=3, v=n
+3 —1 . .
/ﬂ—c ¢ , pentrui=3, j=n, u=n, v=3
4 4
2 C— 1 . .
—pc + 1 pentrui =3, j=n, u=n, v=n
+3 —1 . .
C4 C4 cos® 6, pentrui=n—1, j=n, u=n—1, v=n
3 -1
uz—cl— —|—C 3cos® 4, pentrui=n—1, j=n, u=n, v=n—1,
unde -
< +3 -1
w=—ab+ Y [(R)*+ (hiy)?] — ¢ + 57 2 3c0s520
T=n+2 4 4
siz=3n.
Astfel,
3 -1
° CZ + ¢ cos’® § este valoare proprie multipld de ordinul g,
e w este valoare proprie simpla,
-1
o & cos® @ este valoare proprie multipla de ordinul n — 2,
c+3 c—1 i
* —— + este valoare proprie,
c+3 c—1 . e .
o —aj — 1 + este valoare proprie multipla de ordinul n,
+3 —1 . e .
o —bu— ¢ 1 + ¢ este valoare proprie multipla de ordinul n,
, ¢t+3 c¢—1 )
o — i — 1 + este valoare proprie,
c—1

o —au+ este valoare proprie,
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c—1 .

o —bu+ este valoare proprie,

3 -1 -2
o 1 — CZ + ¢ 1 3 cos? @ este valoare proprie multipla de ordinul n 5

c+3 . e .
° este valoare proprie multipla de ordinul 1+ (n — 3)(n — 1),
, ¢+3 . - .
o L — este valoare proprie multipla de ordinul 1+ (n — 3)(n — 1),
,  c—1 . C 1o .

o —u” + este valoare proprie multipla de ordinul n — 2,

toate aceste valori proprii corespunzand vectorilor proprii atasati.
Ca observatie, este de remarcat ca suma acestor valori proprii reprezinta
curbura scalara.

De fapt, am demonstrat

Teorema 3. FEztremele formelor patratice de curbura RABCDHS-BH%D ale
unei subvarietati oblice n-dimensionale intr-o forma spatiala Sasaki (2m + 1)-
dimensionala, conditionate de repere ortonormate, sunt respectiv cea mai mica
st cea mat mare dintre valorile proprii ale operatorului liniar de curburda aso-
ciat. Precizarea acestor valori extreme depinde de relatia de ordine dintre a, b

sta+b=p.

3 Extremele curburii scalare 7 cu legatura
2 2
[R]]"+ [|H[” <1

In paragrafele anterioare am gasit expresia curburii scalare ca fiind,

c+ 3 c—1

27 = n?||H||* — ||h]]* + n(n—1)+ 1 [3(n — 1) cos? 8 — 2n + 2],

in cazul M C M(c), care este -subvarietate oblic cu dim M = n.

3 —1
Notidm ||H| = =, |h]| = ysib = C—Zn(n—l)jtc 3(n—1) cos? 0 —2n-+2].

1
Curbura scalara devine 7 = 5(712:(}2 —y? +0).

Sa gasim extremele curburii scalare 7, cu legatura z2? + 3% < 1.
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Trecem in coordonatele polare x = cos ¢ si y = sin ¢ si obtinem
1 1
T(cos ¢, sin ¢) = 5(712 cos® ¢ —sin® ¢ + b) = §(n2 cos® ¢ — 1 4 cos® ¢ + b)

= ;[(n2 +1)cos® ¢ +b—1)]

241 b—1 241
ZWCOSQ¢+ 2 o (n Z— )
Dar cum, —1 < cos2¢ < 1, gasim
211 b—1 b—1
_(n ) + < 7(cos ¢, sin ) <

2 2 2

In concluzie, valorile de extrem pe cercul o2 + 3% = 1, sunt

(n2—|—1)+b—1
Tmin = —
2 2

si
b—1

Tmax = 9
Punctul critic (0,0) este punct sa.
Teorema 4. Extremele globale ale curburii scalare T restrictionate la |H||* +

241 b—1 b—1
|R||? <1 sunt Tmin:_(”; )+ ; $i Tinax = ——, unde

2
-1
Cl—gn(n— 1)+ CT[B(n— 1)cos®f — 2n + 2.

b:

In cazul discutiei dupa cos @, avem

cos? 6 =

4 Je—1 2= HP L[ n(c+3)
3(c—1)| 2 n—1 4|

iar cum 0 < cos? § < 1, gasim urmatorul rezultat:

Teorema 5. Pe orice 0-subvarietate oblica cu dim M =n > 1, are loc inega-
litatea:

_onn=1(e+3) (-U=1) (Al =n*IH]*)
= 8 4 2 ’

daca ¢ <1 gi
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daca c¢> 1, unde

Lo nn=1(e+3) (-1lc=1) (A =n*|H]*)
8 4 2

Vom prezenta o reformulare a Lemei lui Chen, introducand o varianta mai
tare. "

Lema 6. Fie n > 2 si numerele reale ay,as, ..., an, ¢ astfel incat (3 a;)* >
i=1

n A
(n—1)(3 a? +c¢). In aceste conditii are loc inegalitatea 2ayas > ¢, cu egalitate
i=1

daca si numai daca a1 + as = az = ... = a,.
Demonstratie. Conditia din lema se transcrie

n

a7 +2> aa; > (n—1)Y) al+ (n—1)c
i=1

i<j i=1
sau .
2> aa; > (n—2)) al+(n—1)c
i<j =1
Echivalent,
(n—1)(2a1a2 — ¢) > (n —2) Z a; — 2 Z a;a; + 2(n — 2)ajas,
= >
sau
(n—1)(2a1as — ¢) > (n —2)(D_ a; + 2a1a2) — 2 a;a;.
i=1 i<j
2
Retranscriem

(n—1)(2a1a3—c) > (ay+as—as)*+...+ (a1 +ay—a,)*+(n—3) E a?—2 E a;a;.
i=3 i<j
§>2

Altfel scris

(n—1)(2a1a5 —¢) > > (a1 +as —ar)*+ Y. (a;—aj).
k=3 3<i<j<n
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